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Mechanika i dynamika
czasteczek



Rozdzial 1

Geometria czasteczki

Literatura:

1. L. Maurin, M. Maczynski, T. Traczyk, Matematyka: podrecznik dla stu-
dentow wydzialow chemicznych, PWN, rozdz. 4

Do ogladania czasteczek przydatny jest program rasmol (raswin w wersji Win-
dows).

1.1 Wstep teoretyczny

1.1.1 Wspodlrzedne kartezjanskie i wewnetrzne

Czasteczki zwiazkéw chemicznych sa polaczeniami atoméw o okreslonej geo-
metrii, ktéra zwykle charakteryzuje sie jakosciowo (geometria plaska, tetra-
edryczna, itp.). Geometria czasteczek, a w ogélnosci uktadéw chemicznych, jest
rozumiana jako zbiér polozen jader wszystkich atoméw (albo w skrécie: polozen
atomoéw), tworzacych dany uklad w przestrzeni. Z kolei polozenia atoméw (a
zatem i geometrie calego ukltadu) ilosciowo okreslaja ich wspdlrzedne. Ilosciowy
opis geometrii jest wymagamy jezeli chcemy obliczy¢ wielkosci go charakter-
tyzujace, w szczegolnosci energie, ktére maja odzwierciedlenie w wielkosciach
mierzonych doswiadczalnie.

Bedziemy postugiwaé sie dwoma zestawami wspoéhrzednych. Pierwszym z
nich sa wspotrzedne kartezjariskie. Uktad wspdlrzednych kartezjanskich definiuja
3 wzajemnie prostopadle osie: z, y oraz z, przecinajace sie¢ w poczatku uktadu, w
ktorym wszystkie wspolrzedne sa réwne zeru. Uzywa sie uktadu prawoskretnego,
ktorego osie spehliaja requle trzech palcow lewej dtoni: jezeli kciuk, palec ser-
deczny i palec wskazujecy ustawimy mniej wiecej pod katem prostym do siebie
tak, aby po skierowaniu tych palcéw w swoja strone kciuk znalazl sie po lewej,
palec serdeczny po prawej a palec wskazujacy u géry, to kciuk odpowiada osi =,
palec serdeczny osi y a palec wskazujacy osi z.
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Wspélrzedne kartezjanskie mdéwia nam o polozeniu kazdego obiektu
wzgledem poczatku ukladu. Przykladowo wspéhrzedne punktu A=(3, -5, 2)
oznaczaja, iz punkt A jest oddalony o 3 jednostki na osi x, -5 jednostek na
osi y oraz o 2 jednostki na osi z od poczatku ukladu wspétrzednych. Wazna
cecha wspétrzednych kartezjanskich jest to, iz przy ich pomocy mozna doktadnie
okresli¢ polozenie obiektu w przestrzeni. Natomiast aby zobaczy¢ czasteczke na
podstawie jej wspolrzednych kartezjanskich potrzebujemy na ogoét programoéw
grafiki molekularnej. Ponizszy rysunek ilustruje wspéhrzedne kartezjanskie na
przykladzie molekuly metanolu; pokazane sa wspélrzedne atomu wodoru grupy
hydroksylowe;j.

Drugim zestawem wspétrzednych sa wspotrzedne wewnetrzne. Wspdlrzedne
wewnetrzne opisuja wzajemne polozenie atoméw wzgledem siebie i w prze-
ciwienistwie do wspotrzednych kartezjanskich nie odnosza sie do konkret-
nego punktu w przestrzeni, nienalezacego do naszego obiektu. Przesuwajac
lub obracajac czasteczke zmieniamy jej wspoélrzedne kartezjanskie, natomiast
wspéirzedne wewnetrzne pozostaja te same. Najpowszechniej uzywanymi
wspétrzednymi wewnetrznymi sa dlugosci wiazan, katy walencyjne i katy
dwuscienne (torsyjne). Pojecia te ilustruje ponizszy rysunek. Wspélrzedne
wewnetrzne nie umozliwiaja ustalenia bezwglednego polozenia czasteczki w prze-
strzeni, aby to zrobié trzeba dodatkowo okresli¢ potozenie jej wybranego punktu
(np. pierwszego atomu) w uktadzie wspélrzednych kartezjanskich oraz trzeba
okresli¢ orientacje czasteczki (np. poprzez umieszczenie drugiego atomu na wy-
branej osi a pierwszych trzech atoméw w wybranej plaszczyZnie) w uktadzie
wspotrzednych. Natomiast, poniewaz wspdlrzedne te sa w duzej czeséci okreslone
poprzez budowe czasteczki (dlugosci wiazan, katy walencyjne), ich wartosci
mozna w przyblizeniu okresli¢ na podstawie elementarnej wiedzy o budowie
czasteczek.
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kat walencyjny a,

Dhugosé wiazania méwi nam o odleglosci pomiedzy dwoma zwiazanymi kowa-
lencyjnie ze soba atomami. Zwykle wyraza sie ja w angstromach (1 A=10-10 m).
Kat walencyjny jest katem zawartym pomiedzy trzema kolejno zwiazanymi ze
soba kowalencyjnie atomami. Jego wartos¢ zawiera sie w przedziale od 0 do 180°.
Kat dwuscienny (torsyjny) pomiedzy atomami i, j, k oraz [ jest katem utworzo-
nym miedzy plaszczyzna zdefiniowana przez atomy i, j, k oraz ta zdefiniowana
przez atomy j, ki l. Jezeli atomy i-j-k-l sa kolejno polaczone ze soba, taki kt
torsyjny nazywany jest wlasciwym katem torsyjnym (np. kat torsyjny H-O-O-H
w czasteczce nadtlenku wodoru). Jezeli trzy atomy sa przylaczone do jednego
atomu wierzcholtkowego (), mozna zdefiniowaé niewtasciwy kat torsyjny, ktéry
jest katem pomiedzy plaszczyznami atoméw majacych wspolne jedno wiazanie
(j-k), jak zaznaczono na rysunku. Jak wynika z rysunku, kat dwuscienny jest
katem skierowanym, a zatem posiada znak. Znak jest dodatni, jezeli patrzac w
kierunku od atomu k do atomu j obracamy atom | wokdl wiazania j—k w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Pelny obrét odpowiada zmianie
kata dwuscienego o 360° i dlatego dodanie lub odjecie caltkowitej wielokrotnosci
360° do wartosci kata dwusciennego daje kat jemu réwnowazny. Przyjelo sie,
ze wartodci katow dwudciennych zawieraja sie w przedziale od —180° do 180°.
Jezeli kat wynosi 0° lub £180° to ugrupowanie atoméw ijkl lezy w plaszczyznie;
w pierwszym przypadku mamy do czynienia z konformacja cis albo syn (naprze-
ciwlegla) a w drugim z trans albo anti (naprzemianlegla). Fizycznie 8 = 180°
i B = —180° opisuja te sama sytuacje.
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1.1.2 Obliczanie dlugosci wiazan, katéw walencyjnych i
katow torsyjnych ze wspélrzednych kartezjanskich

Te parametry geometryczne sa potrzebne do obliczenia energii oraz innych
wielkosci charakteryzujacych uklad. Mozemy je wyliczy¢ majac wspéhrzedne
kartezjanskie. Ponizej podane sa odpowiednie wzory.

Dlugosé wiazania miedzy atomami ¢ oraz j:

dij = \/(l”i —2;)% + (i — ;)% + (2 — 2)?

gdzie x;, y;, 2; oraz x;, y;, 2; oznaczaja wspohrzedne kartezjanskie atomow i
oraz j.

Kat walencyjny miedzy atomami i, j, k z wierzcholkiem w atomie j.

(@i —x5)(xp — x5) + (Wi — ;) (e — y5) + (20 — %) (26 — )
Powyzsze wyrazenie okresla cosinus kierunkowy kata miedzy wektorami skie-

rowanymi od atomu j tworzacego wierzcholek kata do atomoéw ¢ oraz k:

COS Qi = =
TGk

gdzie |j_7/>| i \ﬁ\ oznaczaja diugosci odpowiednich wektoréw (réwnym w tym
przypadku dtugosciom wiazan). Symbol ,,0” jest znakiem mnozenia skalarnego
wektoréw, ktérego wynikiem jest liczba zwana iloczynem skalarnym. Dla przy-
pomnienia, iloczyn skalarny wektoréw a i b definiuje sie nastepujaco:

COS Q) =

aob =a.b; +a,b, +a.b,

gdzie indeksy dolne oznaczaja wspoélrzedne odpowiednio x, y i z wektoréw.

Kat dwuscienny (torsyjny) miedzy atomami i, j, k, [ z osia na wiazaniu
j — k. Obliczanie katéw torsyjnych wymaga nieco wiecej operacji. W pierw-
szym kroku nalezy wyznaczy¢ wektory lezace w plaszczyznach tworzacych kat
oraz prostopadlych do centralnego wiazania j-k. Cosinus kierunkowy kata
miedzy tymi wektorami jest cosinusem kata dwusciennego. Natomiast znak
kata torsyjnego jest znakiem sinusa tego kata, do obliczenia ktérego jest wyma-
gany iloczyn wektorowy wektoréw 72 oraz kl. Wyprowadzenie odpowiednich
wzoréw jest podane na wykladzie, natomiast wzory koncowe sa podane ponizej.

_,}Om
J’L S .. ~ .
ﬂ__ _ dijdp +CObaZ]k COS (k1
COS Dijkl = - — :
Sin aljk Sin a]k?l
i (ju x ﬁ) o]?
sin Biju =

di;jd;jrdi sin o g Sin o
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Dla przypomnienia, iloczyn wektorowy wektoréw a i b jest wektorem o
nastepujacych wspoétrzednych:

ayb, —a.b,
axb=|—-ayb, +a,b,
azby — ayby

Jezeli liczymy niewlasciwy kat torsyjny, w ktérym atomy ¢, j i 1
sa przylaczone do wspdlnego atomu wierzchotkowego k, wygodniejsze sa
nastepujace wzory, ktore zawieraja rzeczywiste dlugosci wiazan i rzeczywiste
katy walencyjne:

N
kioﬁ
dpide;  CO8 Qikj COS Qg COS Q] — COS (5 COS (Y
cos Bijkl = - - = : .
sin o sin oy sin o sin oy
- - - =
n 3 (k;zxﬁ)oﬁ (kzxﬁ)okg
S111 ijkl = " - - — A .
dridydyg sin oy sin ogg; dridydyg sin o5 sin o

Powyzszych wzoréw uzywamy jezeli chcemy obliczy¢ dokladne wartosci
katow torsyjnych. Natomiast zwykle chodzi nam tylko o okreslenie znaku kata,
co jest doktadnie dyskutowane w przykiladach 2 i 3.

1.1.3 Okreslanie geometrii ukladu za pomoca
wspoirzednych wewnetrznych

Do okredlenia potozenia, czyli wyliczenia wspotrzednych kartezjanskich, danego
atomu potrzebujemy dlugosci wiazania, kata walencyjnego i kata torsyjnego z
atomami, ktorych wspélrzedne sa juz znane. Te atomy nazywamy atomami od-
niesienia. Widac, ze w przeciwienistwie do wspoélrzednych kartezjanskich, same
wartosci wspolrzednych wewnetrznych nie wystarcza, poniewaz musimy znaé
atomy odniesienia. Numery /identifikatory kolejno lokowanych atoméw oraz ich
atoméw odniesienia tworza tablice lokacji. Mozna to poréwnaé¢ do okreslania
lokalizacji obiektu poprzez podanie wspétrzednych GPS (kartezjaniskich) z jed-
nej strony lub opisowej odpowiedzi na pytanie o droge: ,,prosze skreci¢ w lewo,
pojecha¢ 200 metréw, potem skreci¢ w prawo i pojecha¢ 100 metréw, sklep jest
po lewej stronie ulicy”, z drugiej strony.

Pierwszy atom mozna arbitralnie umiesci¢ w uktadzie wspélrzednych, na ogét
umieszcza sie go w poczatku uktadu. Jedyna wspdlrzedna wewnetrzng atomu
drugiego jest dlugos$¢ jego wiaznia z atomem 1, poza tym atom ten moze byé
umieszczyny dowolnie. Na ogoél umieszcza sie go na osi « lub z. Dla trzeciego
atomu jest potrzebna dlugo$¢ wiazania oraz kat walencyjny, jak rowniez specy-
fikacja atoméw odniesienia, poniewaz moze on byé¢ zwiazany albo z atomem 2
albo z atomem 1. Poza tym atom ten mozna umiesci¢ w dowolnej plaszczyznie
zawierajacej 2 poprzednie atomy (na ogét jest to plaszezyzna xy lub zz).

Tworzenie tablicy wspéhrzednych wewnetrznych/lokacji jest omdéwione
ponizej naa przykladzie czasteczki metanolu.
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Pierwszym krokiem przy okreslaniu wspéhrzednych wewnetrznych jest po-
numerowanie wszystkich atoméw czasteczki (stad numery atoméw podane w
nawiasach na powyzszym rysunku). W dyskutowanym przyktadzie punktem
odniesiena jest atom wegla. Majac przyporzadkowane atomy, mozna zaczaé
uzupeliaé tablice wspéhrzednych wewnetrznych.

i dij ayie B 70k 1
(1)

0(2) 1,400 1

H(3) 1,080 109,47 1 2
H(4) 1,089 10947 1200 1 2 3
H(5) 1,089 109,47 -1200 1 2 3
H(6) 0950 10947 1800 2 1 5

Atom tlenu O(2) tworzy z atomem wegla C(1) wiazanie o dlugodci 1,4 A.
Poniewaz atom tlenu posiada indeks i = 2, a drugim atomem j, z ktérym tworzy
wiazanie jest atom wegla C(1), to w kolumnie j wpisujemy indeks atomu wegla,
z ktérym jest tworzone wigzanie. W nastepnym kroku przechodzimy do opisu
wspdhrzednych wewnetrznych atomu wodoru H(3). Tworzy on wiazanie kowa-
lencyjne z atomem wegla C(1) o diugosci 1,089 A (stad réwniez j = 1), a oprécz
tego tworzy on kat walencyjny H(3)-C(1)-O(2) o wartosci 109,47° (atom tlenu,
ktory tworzy kat walencyjny posiada indeks 2 stad k = 2). Kolejnym atomem w
tablicy na liscie jest atom wodoru H(4). Z atomem wegla C(1) tworzy wiazanie
o diugosci 1,089 A (stad j = 1). Z atomem tlenu O(2) i dodatkowo z atomem
wegla C(1), z ktérym jest zwiazany tworzy kat walencyjny H(4)-C(1)-O(2) o
wartosci 109,47° (stad k = 2). Poniewaz jest on czwartym atomem w ukladzie
oznacza to, ze do zdefiniowania wspélrzednych potrzebny jest jeszcze kat tor-
syjny. W tym przykladzie kat torsyjny jest niewltasciwym katem torsyjnym zde-
finiowanym przez atomy H(4)-C(1)-O(2)---H(3) i wynosi 120,0° (dlatego tez ze
wzgledu na wartosé indeksu przy ostatnim w kolejnosci atomie wodoru H(3) in-
deks | = 3). W podobny sposéb jak atom wodoru H(4), mozna opisaé pozostale
atomy wodoru dolaczone do atomu C(1). Jedynie atom H(6) jest dolaczony
do atomu O(2) i jego trzecia wspélrzedna wewnetrzna jest whasciwy kat tor-
syjny H(6)-O(2)-C(1)-H(5). Jest to jedyna wspéhzedna wewnetrzna, ktéra
mozna zmienia¢ swobodnie, nie naruszajac identycznosci chemicznej czasteczki.
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Powyzszy przyktad pokazuje réwniez, iz okreslanie wspélrzednych wewnetrznych
jest arbitralne. Gdyby$my jako pierwszy atom wybrali atom tlenu, otrzyma-
libySmy inny zestaw wspolrzednych wewnetrznych.

Obliczanie wspédlrzednych kartezjanskich z wewnetrznych jest na tyle skom-
plikowane, ze lepiej jest w tym celu uzy¢ programéw komputerowych. Taka
mozliwo$¢ daja programy molden i Avogadro. Wystarczy zatem nauczy¢ sie po-
prawnego tworzenia tablicy lokacji i definiowania wspéhrzednych wewnetrznych,
ktore jej odpowiadaja. Dla ilustracji, czes¢ przykladéw i ¢wiczen zawiera obli-
czanie wspétrzednych kartezjanskich. Dotycza one malych czasteczek, gdzie do
wykonania tego zadania wystarczy znajomosé podstaw trygonometrii.

1.2 Przyklady
Przyklad 1

Obliczy¢ dlugosci wiazan i kat walencyjny w czasteczce wody, jezeli wspotrzedne
kartezjanskie atoméw sa jak w ponizszej tabelce.

z [A] y [A] z [A]
O1 [ 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
H2 | 0,000000 | 0,000000 | 0,960000
H3 | 0,924220 | 0,000000 | -0,240365

Rozwiazanie: Jezeli wykonamy rysunek czasteczki w plaszczyznie xz od razu
widaé, ze poniewaz atom O1 lezy w poczatku ukladu a atom H2 na osi z, dlugos¢
wiazania O1-H2 jest wspélrzedna z atomu H2.

doims = 22 = 0,96 A
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12

Z kolei rzut atomu H3 na o$ = tworzy z atomami O1 i H3 trdjkat prostokatny,
ktorego przeciwprostokatna jest wiazanie O1-H3, ktorej dlugosé mozna zatem
znalezé¢ z twierdzenia Pitagorasa:

dorus = \/ 234 + (—zus)? = 1/0,9242202 + 0, 2403652 = 0,955 A

Taki sam wynik uzyskujemy po podstawieniu wspélrzednych atoméw O1 i
H3 do ogélnego wzoru na dlugosé wiazania, podanego w czesci teoretycznej

dorms =V (xws — v01)2 + (yars — yo1)? + (23 — 201)2 =
/(0,92422 — 0)2 + (0 — 0)2 + (—0, 240365 — 0)2 = 0,955 A

7 rozwazan trygonometrycznych mozemy réwniez obliczy¢ kat H2-O1-H3:

—zs  0,240365
doirs 0,955
COSXH201H3 = —0, 2517 = apo01H3 = 104, 58°

sin(aH201H3 — 900) — — COSOH201H3 — = 0, 2517

Taki sam wynik dostajemy z ogblnego wzoru podanego w czesci teoretycznej:
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(iCHz - $01)($H3 - CL‘o1) + (sz - yo1)(yH3 - y01) + (ZHQ - ZOI)(ZHS - 201)

COSH201H3 = =
dr201do1H3
(0~ 0)(0,924220 — 0) + (0~ 0)(0 — 0) + (0,96 — 0)(~0,240365 ~0) _ ..~
0,96 x 0,955 7
Przykilad 2

Obliczy¢ dtugosci wszystkich wigzan, wartosci wszystkich katéw walencyjnych
oraz warto$¢ kata torsyjnego H1-02-O3-H4 w czasteczce nadtlenku wodoru o
geometrii kartezjanskiej przedstawionej ponizej.

z [A] y [A] 2 [A]
HL | 0,000000 | -0,895669 | -0,316667
02 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
O3 | 0,000000 | 0,000000 | 1,480000
H4 | 0,895669 | 0,000000 | 1,796667

Polozenie czasteczki w uktadzie wspdlrzednych pokazano na ponizszym ry-
sunku.

2-1

7 tabelki wspéhrzednych i rysunku od razu wynika, ze dosos = 1,48 A (atom
03 lezy w poczatku uktadu a atom O4 na osi z). Podobnie jak w poprzednim
przykladzie, pozostale dtugosci wiazan oraz wartosci katéw walencyjnych mozna
obliczy¢ z wzoréw podanych w czesci teoretycznej.
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dio2 = /(0 —0)2 + (=0,895669 — 0)2 + (-0, 316667 — 0)2 = 0,95 A
dosos =/ (0—0)2+ (0—0)2+ (1,48 —0)2 = 1,48 A
dosrra = /(0 — 0,895669)2 + (0 — 0)2 + (1, 796667 — 1,48)2 = 0,95 A
(0—0)(0 — 0) + (—0,895669 — 0)(0 — 0) + (-0, 316667 — 0)(1,48 — 0)

COS A H10203 = 0,95 x 1,48 -
—0, 333334
ap10203 = 109,47°
COS UF40302 = (0,895669 — 0)(0 — 0) + (0 — 0)(0 — 0) + (1, 796667 — 1,48)(0 — 1,48)
0,95 x 1,48
—0, 333334

apa0302 = 109,47°

7Z tablicy wspélrzednych kartezjanskich wynika, ze atomy H1, O2 i O3 leza
w plaszczyznie xz a atomy 02, O3 i O4 w plaszczyznie yz, ktdre sa prostopadle
do siebie. Zatem co do wartoéci bezwzglednej kat dwuscienny H1-O2-O3-H4
wynosi 90°. To samo wynika z rysunku, gdzie przedstwiono rzuty wiazan H1-
02 i O3-H4 na ptaszczyzne xy, ktore sa do siebie prostopadte. Z rysunku jasno
wynika ze, wiazanie O3—-H4 trzeba obréci¢ od wigzania H1-O2 przeciwnie do
ruchu wskazdwek zegara aby uzyskaé¢ docelowe jego polozenie, zatem znak kata
jest dodatni. Tym niemniej, dla ilustracji podanej w czeéci teoretycznej wzordw,
wyliczymy kat torsyjny analitycznie.

Najpierw liczymy cosinus kata torsyjnego:

(zH1—202)(*Ha—203)+(YH1—Y02)(YyHA—YO3)+
(zH1—202)(2H4—203)

_ diio2dosma — COSAH10203 COS X0203H4
cos BH10203H4 = =

sin o ir10203 SiN 0 p203 H4

0,895669><O+(—O,895669—0();;21—8;)%,316667—0)(1,796667—1,48) + (_0’ 333334)(_0, 333334)

0, 942809 x 0, 942809

poniewaz

sin Q10203 — sin Q0O203H4 — \/1 - (*0, 333334)2 = 0, 942809

Aby policzy¢ sinus kata dwusciennego, liczymy najpierw iloczyn wektorowy
wektorow wigzan O2-H1 i O3-H4.

(yr1 — yo2) (24 — 203) — (281 — 202) (YHA — YO3)
-
O2H1 x O3H4 = | —(vg1 — 02)(2H4 — 203) + (251 — 202)(THa — T03) | =
(96H1 - xm)(ym - yo3) - (yHl - yoz)(ﬂC}M - 1‘03)
(—0,895669 — 0)(1, 796667 — 1,48) — (—0, 316667 — 0)(0 — 0) 0, 283630
(0 — 0)(1, 796667 — 1,48) + (—0, 316667 — 0)(0, 895669 — 0) | = | —0,283630

(0= 0)(0 —0) — (—0,895669 — 0)(0, 895669 — 0) 0,802223
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Dalej obliczamy sinus kata dwusciennego.

. (O2H1 x O3H4) 0 0203
sin Sr1020304 = - . =
dH102d0303d03H4 Sin A 10203 Sin ¥020303

(—0,283630 x 0 — 0, 283630 x 0 + 0, 802223 x 1, 48)
0,95 x 0,95 x 1,48 x 0,942809 x 0, 942809

=1

Stad jednoznacznie wynika, ze Bg1g20304 = 90°. Poniewaz cosinus okresla
jednoznacznie bezwzgledna wartos$¢ kata jezeli nie przekracza ona 180°, zamiast
pelnego obliczenia wartosci sinusa wystarczy obliczy¢ iloczyn skalarny (O2H1 x
0O3H4) o 0203, ktérego znak okresla znak kata dwusciennego.

Przyklad 3

Obliczy¢ diugosci wszystkich wiazan, wartosci wszystkich katéw walencyjnych
oraz wartos¢ niewlasciwego kata torsyjnego Cl4-P1-Cl2--- Cl3 w czasteczce tri-
chlorku fosforu o geomterii kartezjanskiej przedstawionej ponize;j.

z[A] |y [A] | = [A]
PL | 0,00 | 0,00 0,00
C12 | 0,00 | 0,00 | 2,02
C13 | 2,02 | 0,00 0,00
Cl4 | 0,00 2,02 0,00

Jak widaé, atom fosforu lezy w poczatku ukladu a atomy Cl2, C13 i Cl4
odpowiednio na osiach z, i y po ich dodatnich stronach.

z
Cl2

13 Cl4
X y

7 tego wynika, ze diugosci wszystkich wiazan P—Cl sa réwne 2,02 A a wszyst-
kie katy walencyjne wynosza 90°:
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dpici2 = dpiciz = dpicis = 2,02 A

aciepicis = acizpicia = ocizpicia = 90°

Z rysunku rowniez widaé, ze plaszczyzna Cl4P1CI2 jest obréocona o 90° w
kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara od plaszczyzny CI3P1CI2, a
zatem Boupicisciz = —90°. Latwiej mozna to zobaczy¢, jezeli skierujemy o$
z (na ktorej jest atom Cl2) prostopadle od obserwatora a o$ x (na ktdrej jest
atom Cl3) w prawo. Wtedy os y (na ktérej jest atom Cl4) jest skierowana w
dét a zatem atom Cl4 znajdzie sie po jej dodatniej stronie jezeli obrécimy go od
osi 0 90° zgodnie z ruchem wskazdwek zegara.

»
>

L
P1 ClI3 X

¢ Cl4

vy

Zauwazmy, ze jezeli ustawimy czasteczke tak aby atom P(1) byl z tytu a
atomy chloru w jednej plaszczyznie blizszej obserwatora to ruch w kierunku
Cl4—Cl12—C13 jest ruchem w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
Odpowiada on ujemnemu znakowi niewlasciwego kata torsyjnego Bciapicizcis-
Gdyby ruch ten byl zgodny z ruchem wskazéwek zegara, znak kata bylby do-
datni, jak zaznaczono w bardziej ogélnym przypadku ugrupowania atoméw A,
B, C, D na rysunku ponizej. Innym sposobem jest ustawienie atoméw A, C i
D w jednej plaszczyznie ale tak, aby atom C byt po lewej a atom D po prawej
stronie. Jezeli teraz atom A znajdzie sie na gérze to niewlasciwy kat torsyjny
wyznaczony przez atomy A, B, C i D jest ujemny a jezeli na dole to dodatni.
Mozna to traktowaé jako proste reguty okreslania znaku niewlasciwego kata tor-
syjnego w ukladzie, gdzie 3 atomy sa dolaczone do atomu wierzcholkowego B.
Dodatkowo, jezeli atomy A, C i D spehiaja reguly starszenstwa, ujemny znak
niewlasciwego kata torsyjnego odpowiada chiralnoséci S a dodatni chiralnosci R.
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A () A(l)

>

=

«Q

O

@
w\

B | Aw dot
C/ \D

A
BABCD<O BABCD>0
chiralnos¢ S chiralnos¢ R
(A>C>D) (A>C>D)

Poniewaz wszystkie katy walencyjne wynosza 90°, czyli cosa = 0, sina = 1,
obliczenie cosinusa kata torsyjnego oraz znaku tego kata sa réwniez proste:
2,02x0+0x2,0240x0
cos Bciapiciaciz = 2.02x2.02 e =0
1x1
Obliczamy teraz iloczym wektorowy wektoréw wyznaczonych przez wiazania
P1-Cl12 i P1-Cl4 oraz jego iloczyn skalarny z wektorem P1-Cl3. Ta wielkosé

okresla znak niewlasciwego kata torsyjnego.

0x0—2,02x0 0
PICI3x PICIA= | —2,02x04+0x0 | = 0
2,02 % 2,02 -0 x 0 4,0804

(P1CI3 x P1C14) 0 CI2P1 =0 x 040 x 0 + 4,0804 x (—2,02) = —8, 242408 < 0

zatem znak kata jest ujemny i dlatego Bciepiciscia = —90°.

Przyklad 4

Obliczy¢ wspolrzedne kartezjanskie wszystkich atoméw czasteczki ditlenku
siarki przy zalozeniu, ze czasteczka ma symetrie Co,, atom siarki znajduje si¢ w
poczatku uktadu wspétrzednych, pierwszy zwiazany z nim atom tlenu znajduje
sie na osi  po jej dodatniej stronie a drugi w plaszczyznie xy, po dodatniej
stronie osi y. Dugosé¢ wigzania S-O wynosi 1,5 A a wartoéé kata O-S-O wynosi
120°.
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Y

120°-90°=30"

120°
N 0(2)
T IsA T X

Rozwiazanie: Poniewaz czasteczka SOs jest czasteczka tréjatomowa, jest ona
ptaska a z danych zadania wynika, ze wszystkie atomy leza w plaszczyznie
xy. Poniewaz atom S(1) lezy w poczatku ukladu, wszystkie jego wspdlrzedne
sa zerowe. Atom O(2) lezy na osi z po jej dodatniej stronie, a zatem jego
wspéhrzedna x jest réwna dlugosci wiazania S-O a pozostale sa réwne zeru. Aby
obliczy¢ wspdhrzedne atomu O(3), wystarczy wykorzystaé znajomosé trygono-
metrii (patrz rysunek).

—z0o(3) =b=1,5sin30° =1,5/2=10,75 A
Yoz =a=1,5c0830° = 1,5v/3/2 = 1,299 A
Wspédlrzedne wszystkich atoméw sa zebrane w ponizszej tabelce.
c[Al] y[A]] =[A]
S(1) 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

0(2) | 1,5000 | 0,0000 | 0,0000
0(3) | -0,7500 | 1,2990 | 0,0000

Przyklad 5

Obliczy¢ wspdlrzedne kartezjanskie wszystkich atomoéw czasteczki trichlorku ar-
senu przy zalozeniu, ze czasteczka ma symetrie Cs,, atom arsenu znajduje sie
w poczatku ukladu wspélrzednych, pierwszy zwiazany z nim atom chloru znaj-
duje sie na osi x po jej dodatniej stronie, drugi atom chloru w plaszczyznie xy a
osie wigzan As-Cl tworza prawoskretny uklad wspélrzednych. Dlugosé wiazania
As-Cl wynosi 2,2 A a wartodci wszystkich katéw Cl-As-Cl wynosza 90°.

Rozwiazanie: Podobnie jak w zadaniu poprzednim, przed przystapieniem do
obliczen, warto wykona¢ rysunek pomocniczy. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze
w poleceniu znajduje sie informacja o prawoskretnosci uktadu wspélrzednych,
ktora nalezy uwzgledni¢ w wykonywaniu rysunku. Ponizej znajduje sie schemat
uktadu wspétrzednych lewo- i prawoskretnego, a takze gotowy rysunek pomoc-
niczy czasteczki trichlorku arsenu.
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lewoskretny prawoskretny

W tresci zadania jest podana informacja, ze jeden z atoméw chloru znajduje
sie na osi z po dodatniej stronie a takze, ze wartosci wszystkich katéw walencyj-
nych Cl-As-Cl wynosza 90°. Te warunki moga by¢ spelione jedynie wtedy, gdy
atomy Cl2, CI3 i Cl4 znajduja sie odpowiednio na osiach z, y i z. Wspdlrzedne
kartezjanskie atoméw znajduja sie w ponizszej tabelce.

w[A] [y [A] | 2 [A]
As(D | 00| 00] 00
c2) | 22| 00| 00
cB) | 00| 22| 00
Cl4) | 00| 00| 22

1.3 Zadania

Zadanie 1

Dla czasteczki chloroiminy (H-N=N-Cl) o wspdhrzednych kartezjariskich po-
danych ponizej obliczy¢ diugosci wiazan, wartosci katéw walencyjnych oraz
wartos$¢ kata torsyjnego H1-N2-N3-Cl4.

x[A] | y[A]] z[A]
H1 | 0,8856 | -1,1504 | 0,0000
N2 | 0,0000 | -0,6225 | 0,0000
N3 | 0,0000 | 0,6225 | 0,0000
Cl4 | 1,4858 | 1,5047 | 0,0000

Odpowiedz’: dH1N2 = 1,031 A, dN2N3 = 1,245 A, dN3Cl4 = 1,728 A,
aginens = 120,8°, ananscia = 120,7°, Buinanzcia = 0°.
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Zadanie 2

Okresli¢ przyblizona wartos$é kata torsyjnego w czasteczce 2, 2’-dichlorobifenylu.
Osia kata torsyjnego jest wiazanie C-C laczace pierScienie benzenowe a wierz-
cholkami sa atomy wegla polaczone z atomami chloru. Czasteczka wystepuje w
konformacji pokazanej w dwéch rzutach na ponizszym rysunku.

Odpowiedz: Okoto —135°.

Zadanie 3

Niewlasciwy kat torsyjny pomiedzy atomami Br-C(H)-C(HoCHs)---C(Hs) w
czasteczce 2-bromobutanu ma warto$é ok. —120° (atomy lub grupy dotaczone
do atoméw tworzacych kat torsyjny sa w nawiasach). Okreslié, czy zwiazek
posiada konfiguracje absolutna R czy S oraz narysowaé czasteczke w projekcji
Newmana.

Odpowiedz: Chiralnosé S.

Zadanie 4

Czasteczka naturalnej alaniny wyglada w projekcji Newmana nastepujaco:

CHs

NH,* coo

Okresli¢  przyblizona wartos¢ niewtasciwego kata torsyjnego CHs-CH-
NHF ---C(007).
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Odpowiedz: Okoto —120°.

Zadanie 5

Obliczy¢ wspohrzedne kartezjanskie wszystkich atoméw anionu weglanowego,
umieszczajac atom wegla w poczatku uktadu wspotrzednych, pierwszy zwiazany
z nim atom tlenu na osi x po jej dodatniej stronie a drugi atom tlenu w
plaszczyznie xy. Diugo$é wiazania C-O wynosi 1,3 A a jon jest symetryczny
i atom wegla jest w stanie hybrydyzacji sp?.

Odpowiedz: zp2 = 1,3, xo3 = o4 = —0,65, yo3 = —yos = 1,1258, wszyst-
kie wspéhrzedne w A, niewymienione wspéhrzedne maja wartosé 0.

Zadanie 6*

Zaprojektowaé tablice wspotrzednych wewnetrznych oraz obliczy¢é wspotrzedne
kartezjanskie kazdego atomu czasteczki benzenu zaktadajac, ze dtugosci wszyst-
kich wiazan C-C wynosza 1,45 A, dugosci wszystkich wiazan C-H wynosza 1,09
A a czasteczka posiada szesciokrotng o$ symetrii.

Wskazéwka. Przy odpowiednim wyborze ukladu wspéhrzednych konieczne jest
obliczenie wspéhrzednych jedynie dwéch atomdéw wegla i dwéch (zwiazanych z
nimi) atoméw wodoru.
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Przydatny bedzie program gnuplot, przy pomocy ktérgo mozna rysowaé wy-
kresy funkcji. Program jest darmowy i mozna go zainstalowaé¢ zaréwno pod
systmem Windows jak i Linux.

2.1 Wstep

2.1.1 Hiperpowierzchnie energii potencjalnej.

Zachowanie czasteczki lub ukladu czasteczek okresla zmiana jej energii poten-
cjalnej w zaleznosci od geometrii. 7 powodu duzej réznicy mas jader atomo-
wych i elektronéw, polozenia jader atomowych okreslaja geometrie czasteczki.
Elektrony mozna traktowaé jako obiekty rozmyte, ktérych stan dostosowuje sie
natchmiast do zmienionej geometrii jader; jest to trescia przyblizenia adiaba-
tycznego i dalej przyblizenia Borna-Oppenheimera (poz. 1 literatury). Energie

19
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w funkcji wspéhrzednych jader nazywamy hiperopowierzchniaq energii potencjal-
nej. Te wspolrzedne moga by¢ wspélrzednymi kartezjariskimi lub wewnetrznymi.
Analize hiperpowierzchni energii potencjalnej przeprowadza sie na ogot tylko
wzgledem tych wspdlrzednych, ktére ulegaja zmianie w toku analizowanego
procesu. Przykladowo, w badaniu powierzchni energii potencjalnej reakcji izo-
meryzacji cyjanowodoru (H-CN) do izocyjanowodoru (CN-H) wystarczy uzyé
jako zmiennych odleglosci H---C i H--- N. Odleglo$¢ C--- N odpowiada zawsze
dtugosci wiazania potréjnego miedzy atomem wegla i atomem tlenu i jest w toku
calego procesu efektywnie stata.

Hiperpowierzchnie energii potencjalnej odpowiadaja energetyce reakcji che-
micznych, przemian konformacyjnych (jezeli rozpatrujemy jedna czasteczke i nie
zmieniaja sie wiazania chemiczne) lub oddzialywaniom miedzy czasteczkami lub
atomami/jonami zamknietopowlokowymi. W kazdym przypadku interesuje nas
znalezienie punktow stabilnych, odpowiadajacych minimom energii potencjal-
nej, oraz stanéw przejéciowych, lezacych na najmniej kosztownej energetycznie
drodze od jednego minimum do drugiego (np. od substratéw do produktéw
reakcji lub od jednej konformacji do drugiej). Wspélna ich cecha jest to, ze sa
to tzw. punkty krytyczne lub punkty stacjonarne na hiperpowierzchni energii
potencjalnej, w ktorych na uklad nie dzialaja zadne sity. Punkty te znajduje sie
oraz okresla ich charakter analizujac pochodne i drugie pochodne energii jako
funkcji wspétrzednych.

2.1.2 Pochodna funkcji jednej zmiennej oraz jej interpre-
tacja geometryczna.

Rozwazmy na poczatek funkcje jednej zmiennej, np. znany z kursu chemii
organicznej wykres energii butanu wzgledem kata obrotu wokdt wigzania C-C.
Pochodna funkcji jest definiowana jako granica ciagu ilorazéw przyrostu wartosci
funkcji po zwiekszeniu zmiennej przez przyrost zmiennej. Te ilorazy nazywaja
sie ilorazami réznicowymi.

/ df
Fw) =5

Ponizszy rysunek przedstawia ilutracje definicji pochodnej oraz jej inter-
pretacje geometryczna. Prowadzimy ciag siecznych przez punkty (z, f(z))
(x + h, f(x + h)), zmniejszajac stopniowo h. Sieczne zbiegaja sie do stycznej
do wykresu funkcji w punkcie (z, f(x)). Poniewaz kazda sieczna wraz z odcin-
kami (x,z + h) i (f(x), f(x + h)) tworzy tréjkat prostokatny, iloraz réznicowy
jest tangensem kata tworzonego przez sieczna z odcinkiem réwnolegltym do osi
x a przez to tangensem kata nachylenia siecznej do osi x. Zatem pochodna
funkcji w punkcie z jest tangensem kata nachylenia albo po prostu nachyleniem
stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie do osi x.

= lim —f(x +h) — @) = lim ﬂ
T h—0 h Az—0 Az
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X

Pochodna funkcji nie zawsze istnieje. Jezeli funkcja jest nieciagla, np. funk-
cja znaku, [z], ktéra przyjmuje wartos¢ 1 dla z > 0, 0 dla z = 0 i -1 dla
x < 0, pochodna nie istnieje w punkcie x = 0. Jezeli funkcja ma , ostrze’
(np. f(z) = |z|) to pochodna w tym punkcie réwniez nie istnieje (pochodna bez-
wzglednej wartosci x wynosi [z] z wytaczeniem x = 0, w ktérym jest niekoreslona.
Funkcje ciagla, ktorej pochodna jest zawsze okreslona i ciaglta nazywamy funkcja

)

klasy C*.
Wybrane wzory na obliczanie pochodnych sa podane w dodatku
,Uzyteczne wzory”’. Jest wazne, ze reguly obliczania pochodnej zwane

requtami roiniczkowania umozliwiaja obliczenia pochodnej kazdej funkcji da-
nej wzorem jawnym lub niejawnym (ten drugi przypadek zachodzi np. jezeli
obliczamy energie rozwiazujac réownania Hartree-Focka-Roothaana dla danej
czasteczki).

Roézniczkujac  pochodna  otrzymujemy druga pochodna,  kolejne
rézniczkowanie daje trzecia, czwarta i wyzsze pochodne. Majac wszyst-
kie pochodne funkcji w danym punkcie mozna obliczy¢ jej wartosé w punktach
sasiednich, jest to rozwiniecie w szereg Taylora, ktére bedzie czesto wykorzy-
stywane w toku tego kursu:

Fla ) = F@) + f @)t 3 f @R+ @+ f @)+
_ 5 L s gpn
= Z:jo — " (@)h

Zauwazmy, ze ,,zerowa” pochodna funkcji, f(°)(z) jest oryginalna funkcja.
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2.1.3 Minima i maksima funkcji jednej zmiennej.

Minimum jest definiowane jako taki punkt, w ktérym wartos¢ funkcji jest naj-
mniejsza w pewnym otoczeniu a maksimum jako taki, dla ktérego wartosé
funkcji jest najwicksza w pewnym otoczeniu. Sa to minima i maksima lo-
kalne. W zagadnieniach fizycznych minima i maksima sa zwykle minimami i
maksimami wla$ciwymi co oznacza, ze wykres funkcji nie ma w tym miejscu
,ostrza” (przykladem funkeji z ,,ostrzem” jest wartos¢ bezwzgledna, f(z) =
|z|). Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji z minimum i maksimum
whadciwym (po lewej stronie) oraz minimum i maksimum niewlasciwym (po pra-
wej stronie).

f(x)
f(x)

X X

W minimum lub maksimum witasciwym styczna do wykresu funkcji jest
réwnolegla do osi z co oznacza, ze f'(x) = 0 (korzystamy z interpretacji po-
chodnej jako tangensa kata nachylenia stycznej do wykresu funkcji do osi x).
Zatem poszukiwanie minimum lub maksimum wlasciwego sprowadza si¢ do zna-
lezienia miejsc zerowych pierwszej pochodnej, co jest zilustrowane na ponizszym
rysunku.

f(x)

f(x)

[ .

minimum maksimum
X

7 powyzszego rysunku rowniez wida¢, ze pierwsza pochodna jest funkcja
rosnaca (zmienia znak z ,,-” na ,,4+”) w minimum a malejaca (zmienia znak z
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»+” na ,,-”) w maksimum. Stad bezposrednio wynika, ze do rozstrzygniecia czy
dany punkt jest minimum czy maksimum wystarczy znak drugiej pochodnej:
dodatni wskazuje ma minimum a ujemny na maksimum. Do tego wniosku
mozna doj$¢ analizujac pierwsze czlony rozwiniecia funkcji w otoczeniu punktu
krytycznego (z*). Poniewaz w punkcie krytycznym f'(z*) = 0, w dostatecznie
maly otoczeniu punktu krytycznego mamy:

fla) ~ fa) + 3" @) — o)

Poniewaz w wyrazeniu wystepuje kwadrat odchylenia od wartosci «*, za-
tem jezeli f”(z*) > 0 to wychylenie z punktu z* doprowadzi do zwigkszenia
wartodei funkcji (minimum) a jezeli f”(z*) < 0 do zmniejszenia jej wartosci
(maksiumum).

Warunki konieczne i wystarczajace minimum i maksimum wlasciwego mozna
zatem zapisa¢ nastepujaco:

f(x)=0, f"(z)>0: minimum
f(x)=0, f"(z)<0: maksimum

Do zastanowienia: Jak mozna okresli¢ charakter punktu krytycznego jezeli
f"(x*) = 07 Czy zawsze miejsce zerowe pochodnej funkeji odpowiada jej mini-
mum lub maksimum?

2.1.4 Pochodne funkcji wielu zmiennych.

Pojecie pochodnych mozna tatwo uogdlni¢c na funkcje wielu zmiennych.
Rozwazmy funkcje dwéch zmiennych f(z,y) (np. energie uktadu w przemia-
nie cyjanowodoru w izocyjanowodér w funkcji odlegtosci C---H i N---H). Wy-
kresem tej funkcji jest powierzchnia w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych
(x,y,2). Pochodna czastkowa wzgledem zmiennej x obliczamy traktujac y jako
stala a pochodna wzgledem y traktujac x jako stata. Dla odréznienia od pochod-
nych zwyczajnych nie stosujemy notacji ,,f'” (w takim przypadku nie byloby

wiadomo jakiej zmiennej dotyczy rézniczkowanie) ani % i % ale odpowiednio
g—i i ‘3—5. Przyktadowo, dla funkcji f(z,y) = 2% +y — y? mamy:
of
A
oz v
of
—=1-2
dy 4

Geometrycznie moza to sobie wyobrazi¢é tak, ze robimy przekroj
tréjwymiarowego wykresu funkcji odpowiednio plaszczyzna réwnolegla do
plaszczyzny yz i przechodzaca przez punkt o ustalonej wartosci y lub
plaszczyzna réwnolegla do plaszczyzny xz i przechodzaca przez punkt o usta-
lonej wartosci x. Na tych plaszczyznach mamy juz dwuwymiarowe wykresy
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funkcji i odpowiednie pochodne czastkowe mozemy interpretowaé jako nachyle-
nia stycznych do wykresow.

Analogicznie definiujemy drugie pochodne funkcji. Dla funkcji dwéch zmien-
nych wystepuja 4 drugie pochodne, poniewaz np. pierwsza pochodna wzgledem
x mozna zrozniczkowaé albo wzgledem x albo wzgledem y. Notacja podana jest
ponizej.

O*f 9 <3f
0x? Oz \ Ox
o*f 0 (3f>
Oyoxr Oy \ Or
*f 0 (3f>
Oxdy Ox \ Oy
o*f 0 <8f>
oy* Oy \ 9y

8%f . B%f .. . .
Pochodne aydz | ayog Sa hazywane pochodnymi mieszanymi. Na mocy twier-

dzenia Schwartza, jezeli pochodne mieszane sa ciagle to sa sobie rowne:

f o
0xdy  Oydx

Uogélnienie pochodnych czastkowych na pochodne wyzszych rzedéw, jak
rowniez na pochodne funkeji o liczbie zmiennych wigkszych niz dwie jest oczywi-
ste. Pierwsze pochodne wzgledem kolejnych zmiennych tworza wektor gradientu
funkcji; wektor ten wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funkcji w danym
punkcie. Wektor gradientu oznaczamy Vf (czytaj: nabla-ef) lub gradf. Dla
funkcji n zmiennych, oznaczanych jako 1, xo, ...z, mamy:

Vf=gradf =

of
Oy

Z kolei drugie pochodne tworza macierz zwang hesjanem funkcji:

2°f 2*f o*f
0x? dx10xe " 0x10T,
2*f f *f
H=— Ox20x Ox2 ctt Oxo0x,
> *f 2f

O0x, 021 Oxn,0xy ox2
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2.1.5 Punkty krytyczne funkcji wielu zmiennych.

W poréwnaniu z funkcja jednej zmiennej, w przypadku funkcji wielu zmiennych
dochodzi jeszcze jeden rodzaj punktéw krytycznych: pukty siodtowe. W przy-
padku funkcji dwéch zmiennych punkt siodtowy jest takim punktem, ze funkcja
w jednym z kierunkéw posiada minimum a w kierunku do niego prostopadlym
posiada maksimum. Inaczej méwiac, w jednym z kierunkéw, w odpowiednio
malym otoczeniu punktu siodtowego wartos¢ funkcji jest wieksza a w kierunku
do niego prostopadlym mniejsza niz w tym punkcie. Geometrycznie otoczenie
punktu siodlowego rzeczywiscie przypomina siodlo. Jezeli kto$ woli wycieczki w
gbry to moze sobie punkt siodlowy wyobrazi¢ jako przetecz. W przypadku funk-
cji wiecej niz dwéch zmiennych (np. n zmiennych) méwimy ogélnie o punktach
siodlowych rzedu m (1 < m < n); w takim przypadku funkcja posiada maksi-
mum w m prostopadtych do siebie kierunkach a w pozostatych n —m kierunkach
posiada minimum. W przypadku minimum warto$¢ funkcji jest w odpowiednio
malym otoczeniu zawsze wieksza niz wartos¢ funkcji w minimum a w przypadku
maksiumum jest znacznie mniejsza.

Ponizszy rysunek ilustruje minima, maksima i punt siodtowy funkcji dwéch
zmiennych. Mozna zauwazy¢, ze przejscie przez punkt siodlowy od jednego mi-
nimum do drugiego wymaga pokonania najmniejszej bariery. Dlatego stany
przejsciowe w reakcjach chemicznych czy tez przemianach konformacyjnych
odpowiadaja punktom siodlowym pierwszego rzedu. Procesy te nie biegna
przez punkty siodlowe rzedéw wyzszych niz 1, poniewaz idac z takiego punktu
siodtowego mozna zawsze znalezé punkt siodlowy pierwszego rzedu, ktéry
laczy stan poczatkowy ze stanem koncowym a odpowiada mniejszej niz punkt
siodlowy wyzszego rzedu barierze energetycznej. Dlatego w analizie hiperpo-
wierzchni energii potencjalnej uktadéw molekularnych znajdujemy jedynie mi-
nima (ktére odpowiadaja substratom, produktom i produktom przej$ciowym
w badaniu reakcji chemicznych lub stabilnym konformacjom w analizie kon-
formacyjnej) i punkty siodlowe pierwszego rzedu (ktére odpowiadaja stanom
przejsciowym). Wyjatkiem sa sytuacje, w ktérych energia jest funkcja jednej
zmiennej; wtedy stany przejsciowe odpowiadaja maksimom.
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max

f(x.y)

Z rysunku mozna zauwazy¢, ze w dowolnym punkcie krytycznym plaszczyzna
styczna do wykresu jest réwnolegla do plaszczyzny zy a to oznacza, ze obie
pochodne czastowe funkcji sa réwne zeru. Podobnie bedzie w przypadku funkcji
wiecej niz dwéch zmiennych. Zatem warunek konieczny aby dany punkt byl
punktem krytycznym ma nastepujaca postaé:

Of@i,wy, ) _ Of@ias,ay) o Of(aia....wh)

o0x1 0xo ox,

Poniewaz w punkcie krytycznym druga pochodna nie jest, jak w przy-
padku funkcji jednej zmiennej, liczba lecz macierza, badanie charakteru punktu
krytycznego jest dla funkcji wielu zmiennych bardziej skomplikowane. Oka-
zuje sie, ze w otoczeniu punktu krytycznego mozna zawsze wybraé taki uktad
wspolrzednych, ze drugie pochodne mieszane sa w nim réwne zeru i hesjan
staje si¢ macierza diagonalna. Rozwazmy przypadek funkcji dwoch zmiennych
i napiszmy przyblizone wyrazenie na energie w otoczeniu punktu krytycznego
(x*,y*) biorac, podobnie jak w przypadku funcji jednej zmiennej, rozwiniecie w
szereg Taylora do drugiego rzedu wiacznie. Pamietamy, ze pierwsze pochodne w
punkcie krytycznym sa réwne zeru oraz, ze drugie pochodne mieszane sa sobie
réwne.

=0

af (z*,y* 3
o) = 1ty + | e a2 4 22 o)y - )
af(g;y*) (v y*>2] = fle." ) + o~y —y)H (z - y)

Wyrazenie typu z” Hz, gdzie z jest dowolnym wektorem niezerowym, nazywa
sie formaq kwadratowq macierzy H. Mozna zatem powiedzie¢, ze energia w



ROZDZIAL 2. PUNKTY KRYTYCZNE 27

dostatecznie malym otoczeniu punktu krytycznego, liczona w odniesieniu do
energii w punkcie krytycznym, jest w przyblizeniu forma kwadratowa hesjanu.

Przesuwamy teraz poczatek ukladu wspétrzednych do punktu (z*,y*) oraz
obracamy osie ukladu tak, aby w przeksztalconym ukladzie wspéirzednych znikly
mieszane pochodne czastkowe (na wykresie warstwicowym funkcji sa to kie-
runki prostopadle do jej warstwic). Oznaczmy nowe wspétrzedne przez & oraz 7).
Oczywiscie, osie £ i 1 sa do siebie prostopadle tak jak osie oryginalnego uktadu
wspotrzednych. Wtedy przyblizone wyrazenie na warto$¢ funkcji w otoczeniu
punktu krytycznego (ktéry w nowym ukladzie wspélrzednych ma wspéhrzedne
(0,0)) ma postaé:

1 [02£(0,0 92£(0,0
flem = 10,0+ 5 | G0 e o TICD

Prawa strona zawiera wyrazenia zalezace tylko od kwadratu £ albo n. Zatem
jezeli obie drugie pochodne w nowym ukladzie wspolrzednych beda wigksze od
zera to punkt bedzie minimum (wartosé¢ funkcji po oddaleniu sie od punktu kry-
tycznego w dowolnym kierunku bedzie sie zwiekszad), jezeli obie beda mniejsze
od zera to maksimum (warto$é funkeji po oddaleniu sie od punktu krytycznego
w dowolnym kierunku bedzie sie¢ zmniejszaé) a jezeli jedna bedzie wicksza a
druga mniejsza od zera to punkt bedzie punktem siodlowym (warto$é funkeji
ro$nie wzdhuz jednego kierunku a maleje wzdhuz kierunku doni prostopadlego).
Przyklad wspétrzednych (€, 7) dla jednego z miniméw oraz punktu siodlowego
na Sciezce reakcji izomeryzacji cynajowodoru do izocyjanowodoru jest pokazany
na ponizszym rysunku.

Energia [kcal/mol]

e N S— |
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o
S

23
< <
Z22 Iy
5 v

21

2

08 09 1 11 12 13 11 12 13 14 15

d(CH) [A] d(CH) [A]
Okolice minimum odpowiadajgcego Okolice stanu przej$ciowego

czasteczce HCN

Latwo zauwazy¢, ze znajdowanie wspdlrzednych £ i n jest rownowazne dia-
gonalizacji hesjanu. Diagonalizacja polega bowiem na przeksztalceniu macierzy,
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przy pomocy transformacji podobienstwa, w macierz diagonalna. W przypadku
funkcji dwéch zmiennych mamy:

T (M0
VHV—(O o

przy czym kolumny macierzy V tworza wektory ortonormalne:

2 2
viovy =vj; +v5 =1
V10 Vg = 011012 + U21U22 = 0

2 2
V2 0Vy = Vjg + 05 =1

Kolumny macierzy wektorow wiasnych V wyznaczaja kierunki osi € i 7,
natomiast wartosci wlasne sa drugimi pochodnymi funkcji w tych kierunkach w

punkcie krytycznym:
(e
Sy My

o*f *f

M= Ge 2T gy

Aby zbadaé¢ charakter punktu krytycznego potrzebne sa tylko wartosci
wtasne hesjanu. Znajduje sie je rozwiazujac rownanie wiekowe dla wyznacznika
macierzy:

Pf 0

0x3 Ox10x2 T Ox10zy,

o 9y o’ f

Ox20 oz T O0x20xy,
det(H — AI) = | 7m0= 923 miE |

0% o °f _y\

Oxp0x1 Oxp Oz Tt 9x2

gdzie I jest macierza jednostkowa.

1 0 0

0 1 0
I=

00 ... 1

Ro6wnanie to ma n pierwiastkéw rzeczywistych, co wynika wprost z faktu, ze
hesjan jest macierza hermitowska.

Podsumowujac, punkty krytyczne na hiperpowierzchni energii potencjalnej
mozna scharakteryzowaé jak w ponizszej tabelce.
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Rodzaj Charakterystyka Znaczenie

Miminum A1 >0,2>0,...0, >0 Substrat, produkt, pro-
dukt przejéciowy, stabilna
konformacja

Punkt siodlowy | Ay > 0,22 <0,... A, <0 Stan przejéciowy

1-go rzedu

Punkt siodlowy | Ay < 0,A2 < 0,...)\,, < | Bez znaczenia
m-tego rzedu | O, A1 >0... 0, >0
(m>1)

Maksimum A <0, <0,...2, <0 Bez znaczenia dla n > 1,
stan przejsciowy dlan = 1

2.2 Przyklady
Przykiad 1

Znalez¢ dlugosé wiazania odpowiadajaca minimum energii czasteczli azotu,
jezeli energia potencjalna czasteczki w zaleznosci od dlugosci wiazania (d) jest
dana nastepujacym przyblizonym wzorem:

E(d) = 815(d — 1,09 A)?

Rozwiazanie: W pierwszym kroku obliczamy pochodna energii wzgledem d.

E'(d) = (815d* — 2 x 815 x 1,09d — 815 x 1,09?)’
=2 x 815d — 2 x 815 x 1,09 = 2 x 815(d — 1,09)
Jezeli zastosowaé wzér na pochodna funkcji ztozonej to mozna uniknaé pod-

noszenia wyrazenia w nawiasie do kwadratu i pdzniejszego zwijania wyrazenia
na pochodna;:

E(d) = 8159(d)?, g(d) = d — 1,09
E'(d) = E'(9)g'(d) = 2 x 815g(d) x 1 =2 x 815(d — 1,09)
W nastepnym kroku szukamy miejsca zerowego pochodnej. W takim punkcie

na uklad nie dzialaja zadne sily czyli energia moze mie¢ minimum, maksimum
lub punkt przegiecia:

E'(d*) = 2 x 815(d* —1,09) = 0 = d* = 1,09

Pozostaje ustali¢ czy punkt ten stanowi minimum. W tym celu liczymy
druga pochodna energii i sprawdzamy jej znak:
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E"(d*) = (2 x 815(d* —1,09)) =2 x 815 >0
Zatem znaleziony punkt stanowi minimum energii.
Wykresy energii i jej pochodnej w funkcji dlugosci wiazania sa podane na
ponizszym rysunku.

1500 T T

700 T

600 1000 7

500
500 q

400
ok 4

E [kcal/mol]

300

E’ [kcal/mol/A]

-500 q
200

100 -1000 q

0 L L L L L L 1500 L L L L L L L L
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

d[A] d[A]

Przykiad 2

Dany jest uklad skladajacy sie z protonu potozonego pomiedzy dwoma takimi
samymi atomami, bedacymi akceptorem protonu, gdzie istnieje mozliwo$¢ prze-
niesienia protonu od jednego akceptora do drugiego:

A-H--A=A.-H-A

Zakladajac, ze poczatek ukladu wspéhrzednych znajduje sie w polowie od-
legtosci miedzy atomami akceptora X i ze proton porusza sie tylko na osi X- - - X,
krzywa energii potencjalnej jest dana wzorem:

E(z) = a(z* —b*)? —¢

gdzie a, b i ¢ sa parametrami (przy czym a > 01 b > 0 a x jest wspéhrzedna
okreslajaca polozenie protonu miedzy atomami X, znalezé polozenia wszystkich
miniméw i maksiméw oraz odpowiadajace im wartosci energii potencjalnej, jak
réwniez bariere przejscia miedzy dwoma stanami w procesie przeniesienia pro-
tonu, jako funkcje parametréw a, b i c.

Rozwiazanie: Najpierw szkicujemy badany uklad z zaznaczeniem zmiennej
funkcji energii (wspéirzednej reakcji):
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Korzystajac ze wzoru na pochodng funkcji zlozonej, obliczamy pochodng i
znajdujemy jej miejsca zerowe:

E'(z) = 2a(z? — b*) x 22 =0
2Z2—0>=0lubz=0
.Z‘lz—b, 1‘2:0, .Z‘gzb

Nastepnie, korzystajac z wzoru na pochodna iloczynu, obliczamy druga po-
chodna i wyliczamy jej wartosci w punktach 1, x2 1 3.

E"(x) = 2a x 2z x 2z + 2a(z? — b?) x 2 = 4a(32* — b?)
E"(=b) = 4a(3(=b)* — b?) = 8ab® > 0 (a > 0)
E"(0) = 4a(0 — bv*) = —4ab®* < 0
E"(b) = 4a(3b* — b*) = 8ab® > 0

Zatem punkty x; i x3 sa minimami energii a punkt zs stanowi maksimum.
Obliczamy wartosci energii w tych trzech punkach:

E(x1) = E(x3) = —c
B(z) = ab* — ¢

Bariera energetyczna jest réznica energii w maksimum i w minimum:

AE* = E(2s) — E(x1) = E(z3) — E(x;) = ab®

Bariera bardzo szybko maleje z parametrem okreslajacym polozenia mi-
niméw (b). Gdy b = 0, bariera znika i na krzywej energii pozostaje tylko jedno
minimum, odpowiadajace polozeniu protonu dokladnie pomiedzy atomami ak-
ceptora. Taka sytuacja wystepuje w uktadach z bardzo silnym wiazaniem wodo-
rowym, np. kwasnych fluorkach albo kwasnych maleinianach.

Krzywe energii dla a = 1, ¢ = 0 oraz trzech réznych wartosci b ilustruje
rysunek.
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, a:l,bzll,c:O —]
a=1,b=0.7,c=0 —
25 : a=1,b=0,c=0
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Przykiad 3

Znale7¢ potozenia oraz wartosci kata w (zdefiniowanego na ponizszym rysunku)
wszystkich miniméw i maksiméw energii torsyjnej w przedziale [—m, 7] dla ob-
rotu wokét wigzania C-N grupy peptydowej w czasteczce N-metyloacetamidu
(CH3-CONH-NHCH3) oraz obliczyé bariere przejscia miedzy strukturami odpo-
wiadajacymi minimom energii. Jakie konfiguracje czasteczki odpowiadaja tym
minimom?

/JV\ JV\

CH
©=0 w=r (180°)
Energia potencjalna w funkcji kata w jest dana nastepujacym réwnaniem:
E(w) = 1,2[1 + cosw] 4+ 10[1 — cos(2w)]

Rozwiazanie: Korzystajac z wzoréw na pochodna funkcji cosinus oraz na
pochodna funkcji ztozonej, obliczamy pochodna energii:

E'(w) = —1,2sinw + 2 x 10sin(2w)
= —1,2sinw + 20sin(2w) = sinw(40 cosw — 1, 2)
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W ostatnim przeksztalceniu skorzystalismy ze wzoru sin(2w) = 2sinw cosw.

Pochodna ma miejsca zerowe gdy sinw = 0 lub cosw = 1,2/40 =
0,03. Zatem na krzywej energii mamy w przedziale [—m, 7] (lub [—180°,180°])
nastepujace punkty krytyczne:

wy = — (—180°), wy = —1,5408 (—88,28°),ws = 0, wy = 1,5408 (88,28°), ws =  (180°)

Aby okresli¢ charaktery tych punktéw, obliczamy druga pochodna;:

E"(w) = —1,2cosw + 2 x 20 cos(2w)
= —1,2cosw + 40(2cos® w — 1)

Skorzystali$my z wzoru redukcyjnego cos(2w) = 2cos?w — 1).

E'(-7) = E"(r) = —1,2(—=1) +40(2 x (—1)®> — 1) = 41,2 = minimum
E"(—1,5408) = E”(1,5408) = —1,2 x 0,03 +40(2 x 0,03%> — 1) =
—39,964 < 0 = maksimum
E"(0)=-1,2+40(2 —1) = 38,8 >0 = minimum

W drugiej linii podstawiliémy cosws = coswy = 0, 03.

W tabelce sa zestawione poszczegélne punkty krytyczne, ich charakter oraz
wartosci energii a wykres energii jest podany ponizej. Minimum, dla ktérego
w = 0 jest konformacja ! cis a to z w = 7 (180°) konformacja trans. Réznica
energii miedzy konformacja trans i cis wynosi AE = E(0) — E(r) = 2,4
kcal/mol a bariera przejscia od konformacji cis do konformacji trans wynosi
AE* = E(1,5408) — E(0) = 20,018 kcal/mol (aby obliczy¢ bariere trzeba sko-
rzystaé z wzoru redukcyjnego na cos(2w) i wstawié¢ do wzoru warto$é cosinusa
w maksimum).

wl[®] —180 | —88,28 0 88,28 180
Charakter min. maks. | min. maks. | min.
E(w)[kcal/mol] 0| 20,018 2,4 | 20,018 0

1Zgodnie z nomenklatura stereochemiczna nalezaloby uzywé tu slowa ,,konfiguracja”, po-
niewaz bariera energetyczna miedzy strukturami jest duza, w chemii peptydéw przyjelo sie
jednak méwié , konformacja cis” i ,,konformacja trans”.
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20 o

E(omega) [kcal/mol]

0 | | | | | | | | | | |
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
omega [stopnie]

Przyklad 4

Fragment powierzchni energii przeniesienia protonu od akceptora A do akcep-
tora B w pewnym ukladzie mozna opisaé¢ nastepujacym réwnaniem, w ktérym
r=dpa.gay=dp.ug:

E(z,y) =2z —y)* — (z+y—3)°

Znalez¢ punkt lub punkty krytyczne tej funkeji i okresli¢ ich charakter (mi-
nium, maksimum lub punkt siodtowy).

Rozwiazanie: W pierwszym kroku wyliczamy pochodne czastkowe funkcji
wzgledem poszczegdlnych zmiennych:

OF

. =2x2x—y)—2(xr+y—3)=2x—-6y+6
OF
87y:—2><2(m—y)—2(x—|—y—3)Z—GJJ—I-Qy-‘rﬁ

Punktowi krytycznemu odpowiada taka para (z*,y*), ze obie pochodne
czastkowe przyjmuja wartosé¢ zero. Znalezienie tego punktu wymaga roziazania
uktadu dwéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi:

22 — 6y = —6
—6x + 2y = —6
Rozwiazaniem jest z* = 1,5 A, y* = 1,5 A.

Charakter punktu krytycznego okreslamy poprzez obliczenie wartosci
wlasnych macierzy drugich pochodnych (hesjanu) energii w punkcie krytycznym:



ROZDZIAL 2. PUNKTY KRYTYCZNE 35

PE 02z — 6y +6)

o2 Ox =2
PE _ 902 —6y+6) _
Oyox Jdy
O°E _0(-6r+2y+6) _

0xdy Ox
O’ _ 9(—6r+2+6)
Oy? Oy

Zwr6éémy uwage, ze wszystkie drugie pochodne sa liczbami. Aby wyliczyé
wartosci wlasne, ukladamy wyznacznik wiekowy hesjanu:

2—-A 6

6 2-""

det(H — A\I) = ‘
Po rozwinieciu wyznacznika dostajemy réwnanie kwadrartowe na A

(2-XA)?-36=0 = 2—\=16

Stad Ay = —4, As = 8. Punkt krytyczny jest punktem siodlowym (jedna

warto$¢ wlasna hesjanu jest ujemna).
Powierzchnia energii potencjalnej jest przedstawiona na ponizszym rysunku.

2
15
2 1
5 1.5 0.5
E 1 0
T 05 -0.5
= 0 -1
w
o_.i ] 5
1.5¢4(B...H) [A]

s
d(A...H) [A]
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Przyklad 5*

Powierzchnia energii konformacyjnej pewnej czasteczki jest opisywana poprzez
dwa katy torsyjne, oznaczone jako 7y i 79. Znalez¢é minima, punkty siodlowe i
maksima na tej powierzchni zakladajac, ze oba katy torsyjne leza w przedziale
[—7, 7] ([-180°,180°]).

E(11,72) = cos(T1 + 72) — cos(11 — 72)

Tak, jak w przykladzie 4, obliczamy pochodne czastowe wzgledem kazdej ze
zmiennych i znajdujemy ich miejsca zerowe:

E
%‘1 = —sin(m + 72) +sin(m —72) =0
OF
— = —sin(r + ) —sin(r —72) =0
8’7’2

Dodajac a nastepnie odejmujac powyzsze réwnania stronami dostajemy:

—2sin(m +72) =0 = M+ =kr,keC

28in(r; —12) =0 = 1 —m=ma,meC

Dodajac i odejmujac stronami prawe strony powyzszych réwnan i dzielac
wyniki obustronnie przez 2 dostajemy:

k+m

T = ———
2

k—m

T2:72

Liczby calkowite k i m nalezy dobraé tak, aby zaréwno 71, jak i 75 miescity
sie w przedziale [—m,7]. Z powyzszego wzoru wynika wprost, ze 71 i 7o moga
by¢ albo jednoczesnie wielokrotnosciami 7 (180°) albo 7/2 (90°), natomiast
kombinacje takie jak np. 71 = w, 72 = /2 nie sa punktami krytycznymi na
powierzchni energii.

Charaktery poszczegdlnych punktéw krytycznych sa zestawione w ponizszej
tabelce. Dla przykladu ponizej dalej podane okreslenie charakteru punktow
o wspéhrzednych odpowiednio (7/2,7/2), (7/2,—7/2) oraz (0,0); obliczenia w
pozostalych przypadkach sa podobne.

= —w/2 | 0 /2 T
T1
-7 siodto siodto siodto
—m/2 min Maks
0 siodto siodto siodto
/2 Maks min
s siodto siodto siodto
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Obliczamy drugie pochodne:

0°E 0°E
——5 = —cos(11 + T2) + cos(T1 — T2) = —cos(m; + T2) — cos(11 — T2)
oty 012011
0°E 0°E
= —cos(my +72) —cos(T1 —T2) 5 = —cos(Ty + 7o) 4 cos(T1 — T2)
011072 ot

Dlam =7/2, 70 =m/2:

H — —cosm+cosO0 —cosm—cosO0\ (2 0
~ \—cosm—cos0 —cosm+cos0)  \0O 2

Poniewaz hesjan ma tylko niezerowe elementy diagonalne, kazdy z nich
jest jego wartoscia wiasna. Obie wartosci wlasne sa dodatnie a zatem punkt
(w/2,7/2) stanowi minimum energii. Poniewaz cosinus jest funkcja parzysta,
jego siostrzanym punktem jest (—m/2,7/2). jest funkcja parzysta.

Dlam =7/2, 5 =—7/2:

H— —cosO+cosm —cosO—cosm (-2 0
" \—cosO0—cosm —cosO+cosm) \ O —2

Ten punkt stanowi maksimum (oba elementy diagonalne, ktére sa jedno-
czesnie wartosciami wlasnymi, sa ujemne). Jego siostrzanym punktem jest
(—m,m).

Dlam =0, 5 =0:

H — —cos0+cosO0 —cosO—cosO\ (0 —2
~ \—cos0—cosO0 —cosO+cosO)

Roéwnanie wiekowe ma postaé:

det(H/\I)‘:; :i’ = M=4, A =-2 X=2

Ten punkt jest punktem siodtowym. Jego siostrzanymi punktami sa wszyst-
kie punkty takie, ze kazdy z katéw wynosi —m, 0 lub 7.

Ponizszy rysunek ilustruje badana powierzchnie energii oraz znalezione na
niej punkty krytyczne.
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E [kcal/mol]

Przyklad 6

38

W ponizszej tabeli sa zestawione energie oraz wartosci wlasne czterech punktéw
krytycznych pewnej reakcji chemicznej, ktéra mozna opisa¢ przy pomocy trzech

wspoélrzednych. Jeden z tych

punktow stanowia substraty a jeden produkty.

Punkt 1 2 3 4
Energia -210 | -260 | -200 | -185
[kcal/mol]

A1 [kcal/mol/A?] | 100 | 155 | -150 | -100
Ao [kcal/mol/A?] | 125 | 295 | 55 -31
A3 [kcal/mol/A?] | 300 | 489 | 176 | 52

Na podstawie tych danych:

1. Okresli¢ charakter punktéw krytycznych i ocenié, ktore z nich sa punktami

na sciezce reakcji.

2. Wiedzac, ze reakcja jest egzotermiczna, okresli¢, ktory punkt odpowiada

substratom, ktory produktom a ktory stanowi przjéciowemu.

3. Obliczy¢ energie reakcji oraz bariere energetyczna reakcji.

Rozwigzanie:

1. Punkty 11i 2 sa minimami energii (wszystkie wartosci wlasne hesjanu do-
datnie), punkt 3 jest punktem siodtowym pierwszego rzedu (jedna wartosé
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wlasna ujemna) a punkt 4 jest punktem siodtowym drugiego rzedu (dwie
wartoéci wlasne ujemne). Punkt 4 nie jest punktem na Sciezce reakcji
poniewaz reakcje biegna tylko przez punkty siodlowe pierwszego rzedu.

2. Sposréd miniméw nizsza energia odpowiada punktowi 2, zatem punkt 1
odpowiada substratom a punkt 2 produktom reakcji. Punkt 3 odpowiada
stanowi przej$ciowemu reakcji.

3. Efekt energetyczny reakcji wynosi AE = Fy — Ey = —260 — (—210) =
—50 kcal/mol (odejmujemy energie substratéw od energii produktéw) a
bariera energetyczna reakcji wynosi AE* = —200 — (—210) = 10 kcal/mol
(odejmujemy energie substratéw od energii stanu przejéciowego).

2.3 Zadania

Uwaga! W ponizszych zadaniach odleglosci i dlugosci wiazan sa dane w
angstromach, katy plaskie w stopniach a energia jest wyrazona w kcal/mol.

Zadanie 1

Znale7¢ wartosé kata H-O-H («) w czasteczce wody, ktéra odpowiada minimum
energii czasteczki jezeli energia jest w przyblizeniu dana ponizszym rownaniem:

E(a) = 47(a — 104,5)?
Odpowiedz: o =104,5°

Zadanie 2

Zmnalez¢ odleglosé r* odpowiadajaca minimum energii uktadu dwéch atomoéw
helu, ktérych energia jest dana ponizszym réwnaniem. Sprawdzié, czy znale-
ziony punkt odpowiada minimum energii. Obliczy¢ energie w minimum.

E(r) = 0,02 l(%ﬁ’)lz _9 (2;3)6]

Odpowiedz: 7* =2,3 A, B* = —0.02 keal /mol.

Zadanie 3

Znalez¢ polozenie minimum energii w funkcji statych C' i D potencjatu 12-
10, uzywanego do obliczania energii oddzialywania proton-akceptor protonu w
wiazaniach wodorowych. Energia jest dana ponizszym rownaniem. Sprawdzic,
ze znaleziony punkt jest minimum energii.

E(r) =

rl2 r10
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s 1. _ [12c
Odpowiedz: r* =,/{5F5.

Zadanie 4x

Dobraé¢ tak parametr k w funkcji wykladnikéw n i m (n > m) w potencjale
n —m, aby minimum energii wypadalo dokladnie przy wartosci r°. Jaka bedzie
wtedy warto$¢ energii w minimum?

R O N
Odpowiedz: k =n/m, E* = —.

Zadanie 5

Znalez¢ wszystkie minima i maksima w przedziale [—m, 7] energii w funkcji kata
obrotu 7 wokét wigzania S-S w disiarczku dimetylu CH3-S-S-CHg, jezeli energia
jest dana ponizszym réwnaniem:

E(7) = 3,5[1 4 cos(27)]
Okresli¢ bariere energetyczna obrotu wokét tego wiazania oraz naszkicowaé
przyblizony wykres energii w funkcji kata 7.

OdpowiedZ: Minima: 7 = +7/2, maksima: 7 = —7,0, 7, AE* = 7 kcal /mol.

Zadanie 6

Znalez¢ wszystkie minima i maksima w przedziale [—m, 7] energii jako funkcji
kata obrotu wokot wigzania C-C w czasteczce etanu.

E(r) = 1,3[1 + cos(37)]
OdpowiedZ: Minima: 7 = —m, —7/3,7/3, 7, maksima: 7 = —27/3,0,27/3.

Zadanie 7

Zmalez¢ punkty krytyczne na wycinku hiperpowierzchni energii potencjalnej
przeniesienia protonu od donora A do akceptora B, danej jako funkcja odleglosci
A---H (z) oraz B--- H (y), danej nastepujacym wzorem:

B(z,y) =2(z —y)* + (¢ +y - 3)°

OdpowiedZ: (z* =1,5;y* = 1,5), minimum.



ROZDZIAL 2. PUNKTY KRYTYCZNE 41

Zadanie 8

Energie potencjalng czasteczki nadtlenku benzoilu Ph-C(=0)-0-0-(0=C)-Ph
w zaleznodci od kata walencyjnego O-O-C (6) oraz kata torsyjnego obrotu wokot
wiazania O-O (7) mozna opisaé¢ réwnaniem:

E(0,7) = 50(0 — 120°)% + 2,51 + cos(27)]

ZnaleZ¢ punkty krytyczne oraz okreslié ich typ (minimum, maksimum, punkt
siodlowy) na tej hiperpowierzchni energii potencjalnej, traktujac 6 i 7 jako
zmienne. Kat 6 zmienia sie w przedziale [0°,180°] a kat T w przedziale
[—180°,180°].

OdpowiedZ: Minima wystepuja dla (6 = 120°,7 = £90°) a punkty siodtowe

dla (§ = 120°,7 = —180°,0°,180°). Powierzchnia energii nie posiada mak-
siméw.
Zadanie 9

Ktére zaznaczone (symbolami lub liczbami) punkty na zalaczonej powierzchni
energii potencjalnej blokowanej alaniny sa minimami a ktére punktami
siodlowymi?

=100

-140

=4 A
—B?BO -140 -100 -60 -20 20 €0 100 140 180

Zadanie 10

Na powierzchni energii potencjalnej odpowiadajacej pewnej przemianie kon-
formacyjnej, ktéra moze by¢ opisana trzema parametrami geometrycznymi,
majacymi sens katéw dwusciennych, znaleziono 4 punkty krytyczne, dla
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ktorych wartosci energii (F, kcal/mol) oraz wartosci wlasne hesjanu energii
[keal/(molx A?)] sa nastepujace:

Punkt 1: E=0,A; =10,y =20,A3 =30

Punkt 2: B =15, M\ = —5, Ao = —4, Ay = —4

Punkt 3: E=5,A = =5, 0 =5,A3 =10

Punkt 4: E = —8,\; = 10, Ay = 10, Ay = 200.

Okredli¢ charakter (minimum, maksimum, punkt siodlowy, jezeli to jakiego
rzedu) kazdego z tych punktéw krytycznych. Ktéry czy ktére z nich odpowia-
daja punktom na $ciezce przemiany konformacyjnej? Odpowiedzi uzasadnié.



Rozdzial 3

Mechanika molekularna

Literatura

1. L. Piela, Idee chemii kwantowej, PWN, rozdz. 7.2.

3.1 Wstep teoretyczny

Obliczanie energii duzych molekut i ukladéw molekutl poprzez rozwiazanie
réwnania Schrodingera, nawet w przyblizeniu Hartree-Focka-Roothaana, jest za-
gadnieniem bardzo zlozonym obliczeniowo. Jego zlozono$é¢ w przypadku metod
ab initio roénie z czwarta a nawet piata potega liczby atomoéw. Dlatego, jezeli
celem obliczen jest analiza konformacyjna lub zbadanie zachowania ukladéw mo-
lekut, ktére nie reaguja ze soba (np. niekowalencyjne wiazanie liganda z recepto-
rem), uzywa sie empirycznych pdl sitowych. Modelowanie uktadéw chemicznych
przy uzyciu empirycznych pdl sitowych nazywa sie mechanikq molekularng.

W  mechanice molekularnej molekule lub ukilad molekul traktuje sie
jako zbidr elastycznych kulek posiadajacych tadunki elektryczne, z ktdérych
niektére, w szczegdlnosci te zwiazane ze soba wigzaniami chemicznymi, sa
polaczone sprezynami. Oddzialywania tych obiektéw sa opisywane klasycz-
nymi wyrazeniami na energie, ktore wraz ze swymi parametrami, stanowia em-
piryczne pole sitowe. Sktadowe energii odpowiadaja oddziatywaniom wiqZqcym
czyli takim, gdzie oddzialujace atomy sa zwiazane wiazaniem chemicznym lub sa
dotaczone wigzaniami chemicznymi do tego samego atomu oraz oddziatywaniom
niewiqzgcym i oddziatywaniami elektrostatycznymi jezeli oddzialujace atomy sa
rozdzielone co najmniej trzema wiazaniami. Jezeli oddzialujace atomy sa oddzie-
lone dokladnie trzema wiazaniami méwimy o oddziatywaniach 1,4-niewiqzZacych.
Dodatkowo wyrdznia sie oddziatywania torsyjne, ktore sa zwiazane z ta czescia
energii obrotu wokot wigzania, ktora nie daje sie zapisaé jako suma oddzialwan
1,4-niewiazacych atoméw dotaczonych z kazdej strony wigzania. Ponizszy rysu-
nek ilustruje opisany podziat oddziatywan.

43
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Oddziatywania 1,5-niewiazace

ECI+EV<1W

Ogdlne wyrazenie na energie uktadu ma postaé:

E:E3+E6+Etor+Eel+Enb

gdzie Ey jest energia odksztalcania wiazan, Fj energia odksztalcen katéw wa-
lencyjnych, Ej,,. jest energia torsyjna, F.; jest energia elektrostatyczna a E,;
energia oddzialywan niewiazacych. Energie w mechanice molekularnej wyraza
sie w kecal/mol lub w kJ/mol.

Bardzo wazne! Energia dana powyzszym réwnaniem ma sens jedynie energii
wzglednej podobnie, jak energia potencjalna ciala w polu grawitacyjnym ziem-
skim liczona wzgledem poziomu morza w Kronsztadzie. Mozemy tak obliczo-
nych energii zatem uzy¢ do poréwnywania dwéch konformacji danej czasteczki,
aby ocenié¢ ktéra z nich jest bardzie prawdopodobna, do obliczenia barier ener-
getycznych przejsé¢ konformacyjnych, oceny energii asocjacji czasteczek, itp. Na-
tomiast, w przeciwienstwie do metod chemii kwantowej, nie mozna poréwnywac
w ten sposob liczonych energii réznych czasteczek. Byloby tak samo nieuzasad-
nione jak stwierdzenie, ze podniesienie kamienia o masie 10 kg bedzie wymagalo
takiego samego wysitku na Ziemi i na Marsie. W przypadku pojedynczych
czasteczek, energie wyliczona przy uzyciu pola sitowego nazywa sie energia kon-
formacyjna, w odréznieniu od energii czasteczki, ktéra zawiera w sobie energie
tworzenia wigzan chemicznych.

Kolejna réznica pomiedzy mechanika molekularng i chemia kwantows jest
liczba typéw atoméw. W chemii kwantowej typ atomu odpowiada pierwiastkowi
w uktadzie okresowym, poniewaz energia ukladu jest okre$lona przez ladunki



ROZDZIAL 3. MECHANIKA MOLEKULARNA 45

poszczegdlnych jader atomowych, liczbe elektronéw oraz geometrie jader. Nato-
miast w mechanice molekularnej typ atomu zalezy nie tylko od jego potozenia
w uktadzie okresowym ale i od jego otoczenia. Przyktadowo, inny typ ma atom
wegla o hybrydyzacji sp?, inny ten o hybrydyzaji sp? a nawet jezeli atom wegla
ma taka sama hybrydyzacje to inny typ bedzie mial atom wegla zwiazanego
z innymi atomami wegla, inny jezeli jest zwigzany a atomami wegla i jedym
atomem tlenu, itp.

Energie odksztalcert wiazan oraz katéw walencyjnych sa opisywane prostymi
potencjatami harmonicznymi.

1
Bo= > ikf(di —d?)?
wiagzania
gdzie d; jest dlugoscig i-tego wiazania, d; jest jego dlugoscig réwnowagows a
kf jest jego stala silowa. Te parametry zaleza od typéw zwiazanych ze soba
atomow.

1
By= ) ik’f(ei —07)?

katy
walencyjne

gdzie 0; jest wartoScia i-tego kata walencyjnego, 05 jego wartoscia réwnowagows
a kf jego stalg silowa. Te parametry zaleza od typow trzech atoméw tworzacych
kat walencyjny.
Wykres Es i Ey jest przedstawiony ponizej.
L

d°/e° d/e
Energia torsyjna ma nastepujaca postac:

Vi
Eipr = Z ;[1 + cos(n;7;)]

katy
torsyjne

gdzie T; jest wartoscia i-tego kata torsyjnego, n; jest krotnoscia potencjatu tor-
syjnego a V; jest roznica energii torsyjnej od minimum do maksimum potencjatu;
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ta wielkosé jest zwana barierq torsyjng. Przy cosinusie wystepuje znak ,,+” lub
- w zaleznosci od tego, czy potencjal torsyjny ma maksimum czy minimum
dla 7 = 0. Znak ,-” wystepuje jezeli potencjal torsyjny opisuje energie ob-
rotu wokdt wiazania podwdjnego lub czeSciowo podwijnego (wtedy potencjal
jest tez dwukrotny; n = 2). Parametry potencjaléw torsyjnych zwykle zaleza
tylko od typow atoméw tworzacych wiazanie, wokoét ktérego nastepuje obrét
ale spotyka sie tez specyficzne potencjaty torsyjne, ktérych parametry zaleza
od typéw wszystkich czterech atomoéw tworzacych kat torsyjny. Potencjaly tor-
syjne definiuje sie réwniez dla niewlasciwych katow torsyjnych, gléwnie w celu
utrzymania plaskiej geometrii ugrupowan o hybrydyzacji sp? (np. grup karbo-
nylowych). Potencjaly torsyjne sa szerzej oméwione na wykladzie.
Przyktadowe wykresy potencjatu potréjnego (dla obrotu wokét pojedynczego
wiazania C-C), potencjatu podwdjnego z maksimami przy 7 = +90° (dla obrotu
wokét czedciowo podwdjnego wiazania C-N grup amidowych) oraz potencjatu
podwdjnego z minimami w 7 = £90° a maksimami dla 7 = 0° i 7 = +90°
(obrét wokdt wiazania S-S w dwusiarczkach organicznych) sa pokazane ponizej.

V(1)=1,3[1+cos(31)]

E [kcal/mol]
[ N
oo

=Y
T
|

05} 8

E)180 -120 -60 0 60 120 180
T [deg]

V(1)=10,5[1-cos(21)]

[ N
a1 o

=
o

E [kcal/mol]

T [deg]
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V(1)=3,5[1+cos(21)]

E [kcal/mol]
N

9180 -90 0 90 180
T [deg]

Energia elektrostatyczna jest suma wkltadéw pochodzacych od oddziatywania
tadunkow czastkowych zlokalizowanych na atomach. Wyraza sie ona wzorem:

q:q;
Ey = Z Z 332%
1 i<i
j nie(sasiednio)zwiazany z i
gdzie ¢; i q; sa tadunkami czastkowymi na atomach odpowiednio i i j, r;; jest
odlegtoscia miedzy tymi atomami a D jest wzgledna przenikalnoscia elektryczna
ofrodka. Zapis ,,nie(sasiednio)zwiazany z ¢” oznacza, ze atom j nie tworzy
wiazania z ¢ ani nie tworzy wraz z nim kata walencyjnego. Wykresy zmiany
energii elektrostatycznej z odlegtoscia dla oddzialywania atoméw natadowanych
jedno- i réznoimiennie sa przedstawione na ponizszym rysunku.

L

ladunki jednoimienne
ladunki roznoimienne

¥
T

Wspétezynnik 332 pojawia sie po to aby energia byta wyrazona w kcal/mol
jezeli ladunki sa wyrazone w jednostkach ladunku elektronu a odleglos¢ w
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angstromach. Wspélczynnik ten otrzymuje sie poprzez przeliczenie jednostek
z jednostek uktadu SI. W ukladzie SI energia oddziatywania elektrostatycznego
dwdéch tadunkéw wyraza sie wzorem:

41492

Eg,=———
& 4mes Dr

gdzie tadunek wyrazony jest w coulombach a e, = 8,85419 x 107'2 F/m
jest przenikalnoscia elektryczna prézni. Podstawiajac tadunek elektronu e =
—1,6022x 1071 C, przeliczajac odleglo$é na angstrémy oraz mnozac energie od-
dziatywania przez liczbe Avogadro (co odpowiada przelczeniu energii na 1 mol)
dostajemy nastepujaca warto$¢ mnoznika odpowiadajaca energii wyrazonej w
J/mol:

(1,6022 x 10719 C)?
4 x 3,14159 x 8,85419 x 1012 x F x m~1 x 10-10 m

6,022x10% =1,3894x10°J

Dzielac te liczbe przez 4186 (wspdlezynnik przeliczeniowy z kilokalorii na
joule) dostajemy 331,9 ~ 332.

Ladunki czastkowe na atomach wyznacza sie na ogdt poprzez ich dopaso-
wanie do potencjalu elektrostatycznego w otoczeniu czasteczki reprezentujacej
dany fragment ukladu (np. p-krezol w przypadku taricucha bocznego tyrozyny
czy N-metyloacetamid w przypadku grupy peptydowej). Potencjal elektrosta-
tyczny oblicza sie z kolei korzystajac z metod chemii kwantowej. Ladunek da-
nego atomu zalezy od bardziej rozleglego otoczenia niz to, ktére determinuje
jego typ. Dlatego nalezy je wyznacza¢ dla kazdego fragmentu oddzielnie. W
przypadku (bio)polimeréw fragmenty te sa jednostkami budulcowymi (np. jed-
nostka szkieletu tancucha biatkowego, tanicuch boczny, grupa fosforanowa, jed-
nostka pentozy, zasadna nukleinowa).

Energie oddzialywar niewiazacych wyraza sie potencjalem Lennarda-Jonesa
albo 12-6:

Enp =) > eij [(7’:])12_2(:]>6

P T ij
J<i
j nie(sasiednio)zwiazany z i

gdzie ry; jest polozeniem &;; glebokoscia minimum potencjalu. Te wielkosci
wyraza sie poprzez wielkosci charakterystyczne dla poszczegélnych typow
atomow na podsawie regut Lorentza-Berthelota:

o __ ,o0 o
T =T 715
€ij = 4/Ei€j

Wykres potencjalu Lennarda-Jonesa jest przedstawiony na ponizszym ry-
sunku.
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L Potencjal Lennarda-Jonesa

Wielkosci r° i € charakteryzuja dany typ atomu.

Bardzo wazne: Bardzo czesto popelnianym bledem przy obliczaniu ener-
gii z wzoru na pole sitowe jest liczenie oddziatywan elektrostatycznych (FEe;)
i niewiazacych (E,;) pomiedzy atomami polaczonymi wiazaniem chemicznym
lub majacymi wspélny kat walencyjny (1,3-zwiazanymi). Oddzialywania takich
atoméw sa w polach sitowych opisywane wylacznie potencjatami harmonicznymi
sktadajacymi si¢ na Eg i Ej.

3.2 Przyklady
Przyktad 1

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie czasteczek wody,
ktéorych wspélrzedne kartezjanskie zostaly przedstawione ponizej. Wyjasnié
otrzymane wyniki. Réwnowagowa diugos¢ wiazania O-H wynosi dg, ;; = 0,957 A
a réwnowagowa wartos¢ kata walencyjnnego wynosi 8% _,_ 5 = 104, 52°. Stata
sitowa dla wiazania O-H wynosi k¢ = 1106 kcal/(molxA?) a dla kata H-O-H
k? = 94 keal/(molxrad?).
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’ Atom ‘ x [A] ‘ y [A] ‘ z [A] ‘

WAT1

o1 0,000000 | 0,000000 | 0,000000

H1 0,000000 | 0,000000 | 0,957000

H2 0,926434 | 0,000000 | -0,239937
WAT?2

01 0,000000 | 0,000000 | 0,000000

H1 0,000000 | 0,000000 | 0,957000

H2 0,967092 | 0,000000 | -0,250467
WAT3

01 0,000000 | 0,000000 | 0,000000

H1 0,000000 | 0,000000 | 0,957000

H2 0,941157 | 0,000000 | -0,173414

Rozwiazanie: Rozwiazujac to zadanie warto na poczatku wykonaé¢ rysunek

pogladowy, ktéry ulatwi obliczenia. Ponizszy rysunek ilustruje wszystkie trzy
geometrie czasteczki wody, ktére zostaly oznaczone odpowiednio WAT1, WAT?2
oraz WAT3, zgodnie z trescia zadania.

WAT1

H(1)
G

oL
~
N
i}
o

Z

WAT?2

\ X

10.250467 A

H(2)

X

;ﬁ 10.173414 A
0(1).N0 H(2)

0.941157 A

7 rysunku wynika, ze jedynymi oddzialywaniami sa oddzialywania wiazace
zwiazane z odksztalceniem dlugodci wiazan i katow walencyjnych od wartosci
réwnowagowych.
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Geometria WAT1. 7 rysunku wynika, iz dlugosé wiazania H1-O2, ktdra
oznaczymy jako di, wynosi 0,957 A. Dhugoéé wiazania H2-O2 oznaczona jako
ds wyliczamy ma podstawie wzoru podanego w opisie tematu 1. Poniewaz
czasteczka lezy na plaszczyZnie a wiazanie H1-O2 tworzy przeciwprostokatna
tréojkata prostokatnego, wzér ten jest rownowazny klasycznie sformutowanemu
twierdzeniu Pitagorasa.

dy = /0, 9264342 + 0, 2399372 = 0,957 A

Ostatnia wielkoscia do policzenia pozostal kat o tworzony przez atomy H1-O1-
H2. Wartos¢ kata o mozna wyliczy¢ dodajac do siebie warto$é¢ kata zawartego
miedzy wiazaniem H2-O1 i osia x, a nastepnie dodajac do wartosci tego kata
90°. Mozna réwniez zastosowaé wprost wzor na cos « podany w opisie tematu
1.

0,239937
Si —-90°) = ——— = a=104,52°
sin(« ) 0.997 a
Poniewaz kat walencyjny zostal wyrazony w stopniach, aby méc podstawié
go do wyrazenia na energie nalezy stala sitowa kata przeliczyé na kcal /mol x deg?.

keal 4 keal keal
k=94 c 5 = ) 5 ca 5 = 0,02864 . fear
mol x rad (%) mol X deg

mol x deg?

Podstawiajac dlugosci wiazan i katy do wyrazenia na energie dostajemy

1106 1106 keal
E, = =—2(0,957 — 0,957)%2 + ——(0,957 — 0,957)2 = 0 ——
2 (0, ’ )+ 2 (©, ’ ) mol
2864 keal
By = 2280 104 59 104,52)2 = 0 =2
mol
kcal

Ewar1 = FEes + Ep =0 —

mol
Ten wynik oznacza, ze geometria WAT1 odpowiada czasteczce wody w stanie
réwnowagi. Natomiast, jak zauwazono w czeSci teoretycznej nie oznacza, ze
energia 1 mola wody wynosi 0. Aby ja okresli¢, nalezy do tej wartosci dodaé
albo obliczona metodami chemii kwantowej energie tworzenia wody z atoméw
albo obliczong lub zmierzona (jako cieplo tworzenia) energie tworzenia gazowej
wody z gazowego wodoru i gazowego tlenu w zaleznosci od tego, jaki punkt

odniesienia wybierzemy.

Geometria WAT2. 7Z rysunku ponownie mozna odczytaé, ze d; = 0,975 A.
Wartosci dg 1 « sa nastepujace (tym razem do wyliczenia cos a stosujemy ogdlny
wzér podany w opisie tematu 1).
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dy = 1/0,9672 + 0, 2504672 = 0,9989 A

cos o — (ra1 —201)(xH2 — T01) + (Y1 — Yo1) (Y2 — yo1) + (zu1 — 201)(2H2 — 201)

dydy
(0 — 1)(0,967092 — 0) + (0 — 0)(0 — 0) + (—0,250467 — 1)(0, 957 — 0)
0,975 x 0, 9989
—0,25074 = o = 104,52°

Energia konformacyjna czasteczki wody w geometrii WAT2 wynosi

keal
B, = 553(0,957 — 0,957)2 + 553(0, 9989 — 0,957)2 = 0,97 H(;zl
keal
By = 0,01432(104, 52 — 104,52)2 = 0 =
mol
keal
Ewars = Ees + Ey = 0,97 seal
mol

W poréwnaniu do WAT1, czasteczka wody o geometrii WAT2 posiada

wyzsza energie, co spowodowane jest odksztalceniem wiazania H201 od jego
dlugoéci réwnowagowe;j.

Geometria WAT3. Postepujac podobnie jak w poprzednim punkcie, znajdu-
jemy d; = dy = 0,975 A, o = 100,44°. Skladowe energii konformacyjnej oraz
energia konformacyjna sa réwne

keal
E, = 553(0,957 — 0,957)% + 553(0,957 — 0,957)2 = 0 %
keal
By = 0,01432(100, 44 — 104,52)2 = 0,24 ——
mol
keal
Ewars = Ees + By = 0,24~
mol

W tym przypadku wklad do energii wnosi odksztalcenie kata walencyjnego.

Przykiad 2.
(a) Obliczy¢, z doktadnoscia do setnych czesci keal/mol, energie oddziatywania

pomiedzy dwiema czasteczkami chlorowodoru w prézni, ulozonymi w
sposéb nastepujacy na linii prostej:

H1-Cl1- - - H2-C12

Dhugoéé kazdego wiazania H-Cl wynosi d=1,3 A i jest réwna dlugosci
réwnowagowej wiazania H-Cl a odleglos¢ Cl1---H2 wynosi r = 3 A.
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Ladunki na atomach wodoru i chloru wynosza odpowiednio gy = 0,5
eiqgor = —0,5 e a stale potencjalu Lennarda-Jonesa zostaly podane
w ponizszej tabeli. Stala silowa wigzania Cl-H wynosi k4 = 705
kcal/(molx A?).

Atom | ¢ [kcal/mol] | 7° [A]

H 0,01 0,6

Cl 0,10 2,5

(b) Obliczy¢ jak zmieni sie¢ energia oddzialywania miedzy tymi dwiema
czasteczkami chlorowodoru w przypadku, wiazanie HI1-Cl1 zostanie
wydhizone o 0,05 A a dhugoséé¢ drugiego wiazania oraz odleglogé Cl1- - - H2
pozostana niezmienione.

Ukladem odniesienia w obu przypadkach sa dwie odizolowane od siebie (nie-
oddziatujace ze soba) czasteczki chlorowodoru, przy czym dlugosé wiazania w
kazej czasteczke jest réwnowagowa dlugoscia wigzania.

Rozwiazanie: Przed rozpoczeciem obliczen nalezy zdefiniowaé energie od-
dzialywan. Wielkos¢ ta jest roznica energii pomiedzy ukladem oddzialujacych
mokut A---B oraz ukladem zloZzonym z molekul A i B oddalonych na tyle, ze
zadne oddzialywania miedzy nimi nie wystepuja a zatem energia takiego uktadu
jest réwna sumie energii molekut.

AEs.p=FEa.p—(Es+ EB)

Jezeli obie molekuly w ukladzie A---B maja takie same wewnetrzne geo-
metrie jak molekuly izolowane to obliczona w ten sposéb energia oddzialywan
nazywa sie adiabatyczng energiq oddziatywan a jezeli geometria wewnetrzna mo-
lekul zmienia sie (co dzieje sie w rzeczywistosci) to méwimy o nieadiabatycznej
energii oddziatywari. Pierwsza z tych energii bedzie liczona w punkcie (a) a
druga w punkcie (b).

Przed przystapieniem do obliczen wyliczamy stale potencjatu Lennarda-
Jonesa dla poszczegélnych par oddzialujacych atoméw. Poniewaz kazdy atom
pierwszej czasteczki oddziatuje z kazdym atomem drugiej czasteczki, wystepuja
3 mozliwe kombinacje.

oo =1 18 =2,5+0,6=3,1A

keal
eror = emeor = /0,01 x 0,1 = 0,032 %

ry =2ry =2x0,6=12A

kcal
EHH = €H :0,01 g
mol

r%lcl :27‘%1 =2 X 2,5:570 A
kcal

ecict =¢c1 =0,1 —
mol
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(a) Oddzialywanie dwéch nieodksztalconych czasteczek chlorowodoru.
W tym przypadku energia ukladu odniesienia, K4 + Ep = 0. Zatem energia
oddzialywania czasteczek chlorowodoru wynosi

AE = Ep(H1- - H2) + Ey(H1- - H2) + Epy(H1- - CI2) + Eq(H1- - - Cl2)
+Eu(ClL- - H2) + Eo(CIL--- H2) + Epp(ClL- - Cl2) + Eo(CIL--- C12)

Na podstawie danych czesci (a) zadania obliczamy odleglodci miedzy od-
dzialujacymi atomami: 712 =1,3+3=4,3 A, rgicie =1,3+34+1,3=5,6
A, roig2 =93 A, reinciz2 =3+1,3=4,3 A. Na tej podstawie oraz wstawiajac
parametry wyrazen na energie obliczamy poszczegdlne sktadowe energii.

1,2\ " 1,2\° keal
Eny(H1---H2) = 0,01 [(473) -2 <4’3> ] = —0,0000 ——
[ 73,1\ 3,1\ keal
E(H1---C12) = 0,032 | [ 2 (2 — 0,0018
o C12) = 0,03 (5’6> (576> 0,0018 —
(/3,112 3,1\ keal
Enp(CI1--- H2) = 0,032 < : ) 2( : ) = —0,0305 —
[/ 5\ 5\ keal
E(Cl1---C12) = 0,1 _9 —0,1166 —*
oo =] (5)" -2 ()] =o.riss
0,5x0,5 kcal
Eg(H1--- H2) = 3322222 _ 19 3023 2%
d ) 4,3 mol
- keal
Ea(HL---C12) = 332w — 14,8214 2L
5,6 mol
Ea(Cl1---H2) = 332705 X 05 o 66y Keal
mol
~0,5) x (—0,5 keal
Ea(Cl1 - C12) = 3321202 X (F0:5) g 594 keal
4,3 mol

Ponizsze wyliczenia zostaly wykonane tak aby warto$¢ kazdej sktadowej ener-
gii byta zapisana z taka sama liczba dziesietnych; ta liczba musi by¢ wieksza
niz docelowa liczba cyfr dziesietnych, ktora wynosi 2. Po zsumowaniu wszyst-
kich wkladéw dostajemy AE = —3,79 kcal/mol. Jak widaé, najwiekszy wklad
do energii oddzialywan pochodzi od oddzialywan elektrostatycznych. Energia
oddzialtywan pomiedzy tadunkami przeciwnego znaku przewaza nad energia od-
dzialywan tadunkéw jednoimiennych, stad oddzialywanie prowadzi do obnizenia
energii. Z punktu widzenia chemika, pierwsza czasteczka chlorowodoru tworzy
wiazanie wodorowe z druga.

(b) Przypadek odksztalcenia wiazania Cl-H zaangazowanego w
wiazanie wodorowe. W rzeczywistosci, jezeli czasteczka donora protonu two-
rzy wiazanie wodorowe z czasteczka akceptora protonu, dane eksperymentalne
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pokazuja, ze wigzanie atomu wodoru z atomem elektroujemnym w tej czastecze
wyraznie sie wydtuza. W tej czesci zadania zbadamy jak zmieni sie energia od-
dzialywania jezeli wigzanie Cl1-H1 wydhzy sie 0 0,05 A, bez zmiany odleglosci
Cl1---H2. Ukladem odniesienia sa rowniez odizolowane i nieodksztatcone dwie
czasteczki chlorowodoru a zatem do energii oddziatywan dochodzi niekorzystny
wkad pochodzacy od naprezenia wigzania:

AE = E,(Cl1 — H2)+
Ew(H1---H2)+ Eq(H1---H2) + Ep,(H1---Cl2) + Eo(H1--- Cl12)

+Ew(Cll---H2)+ Eg(Cll--- H2) 4+ En,(Cl1--- Cl12) + E(Cl1--- CI2)

Odleglosci miedzyatomowe potrzebne do obliczenia energii wynosza teraz:
den—m = 1,35 A, ripipe = 1,354+3 =4,35 A, rpicie = 1,35+ 34+ 1,3 = 5,65
A, rongs = 3 A, reincie =3+1,3=4,3 A. (Przez d zwyczajowo oznaczamy
dlugos$é wiazania a przez r odlegésci miedzy niezwiazanymi atomami.) Zatem
sktadowe energii wynosza odpowiednio

705 keal
B,(CI1 - H2) = <2(1,35 — 1,30)% = 0, 8813 —Czl
12 6
1,2 1,2 keal
Epy(H1---H2) = 0,01 [(4 ’35) —2 (4 ’35> ] = —0,0000 %
, m
3,1 12 kcal
Enp(H1---C12) = 0,032 | ( 7 65) ( = -0,0017 —
12
3,1 keal
Ep(CI1--- H2) = 0,032 | [ 2 = —0,0305 —~
3 mol
5 kecal
Enp(Cl1---CI2) = 0,1 ~0,
W(CI1---C12) = 0 [<4’ = ( ] 0,07060 —
0,5x0,5 kcal
Eo(H1--- H2) = 33222222 _ 19 0805 o=
i ) 4,35 mol
0,5 x (—0,5) kcal
E(H1---C12) = 33222 2 0) 4y 6903 ~
d ) 5,65 mol
_ keal
Ba(Cll- H2) = 332502 X 05 o gy Keal
3 mol
B (=0,5) x (—0,5) kcal
E(Cl1---CI2) = 332 55 = 19,0805 —

Po zsumowaniu sktadowych otrzymujemy AFE = —3,2153 kcal/mol.

Przykitad 3

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie oddzialywania jonu so-
dowego z sasiadami dla krysztatlu chlorku sodowego wiedzac, ze Mq; = 35,5
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g/mol, My, = 23 g/mol, pnact = 2,16 g/em®, qoi- = —1 e, qug+ = +1 e
Parametry potencjalu Leonarda-Jonesa (6-12) sa zebrane w tabeli.

Atom | e [kcal/mol] | r° [A]
Na* 0,003 1,9
Cl- | 0,100 25

Rozwiazanie: Jak widaé z ponizszego rysunku, na ktérym jony sodowe sa
pokazane jako mniejsze niebieski a jony chlorkowe jako wieksze zielone kule, naj-
blizszymi sasiadami jodu sodowego jest 6 jonéw chlorkowych lezacych w wierz-
cholach o$mioscianu foremnego. Odleglosé miedzy jonem sodowym i kazdym z
tych jonéw chlorkowych jest réwna stalej sieci i oznaczymy ja przez r.

- ® .

S el
. ® e
L gy 3

Aby wyliczy¢ r zauwazmy, ze w krysztale NaCl wystepuja naprzemiennie
jony chlorkowe i sodowe. Jezeli krysztal ma ksztalt szeScianu to catkowita
liczba jonéw (Njon) jest réwna trzeciej potedze liczby jonéw przypadajacych
na krawedz krysztatu. Z kolei liczba jonéw jest dwa razy wieksza niz liczba moli
NaCl.

1
Njony - 2]vNaCl - n?on = Njon = (Q-N'NaCl)3
Znajac dhugosé krawedzi szescianu (d) oraz liczbe jonéw przypadajacych na

krawedz mozemy tatwo wyliczy¢ odlegto$é r miedzy sasiadujacymi jonami:

d d

Njon — 1 (ZNNaC'l)% -1
Najprosciej bedzie przyjaé, ze dlugos¢ boku szescianu wynosi 1 cm; wtedy
masa zawartego w nim NaCl jest réwna jego gestosci. Zatem

d=1cm
N x 6,022 x 1023 x 2,16
Nyact = MAN C’l’ = — 4, 4470 x 1022
a b)
Njon = (4,4470 x 10?2)5 = 3,5429 x 107

1 cm

= =2,8226 x 1078 =2.8226 A
r 55420 x 107 — 1 ,8226 x 107° cm , 8226
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Ukladem wyjsciowym jest uktad nieoddziatlujacych jonow, ktérego energie
mozna przyjac jako réwna 0, a zatem energia oddzialywania miedzy jonem sodo-
wym i sasiadujecymi z nim jonami chlorkowymi jest suma energii oddziatywan
elektrostatycznych i niewiazacych. Poniewaz wszystkie odleglosci miedzy wy-
branym jonem sodowym a jego szescioma sasiadami sa takie same, energia od-
dzialywania wynosi

AE =6(En + Eo) =

12 6
rS r 332
G{QW [( Ruat) "y (hect) 1 . }:
T T T
4,4 \" 4.4 \° 332
1732 ’ —9 ’ _ —
6{0’0 3 [(2,8226) <2,8226> ] 2,8226

kcal

6(3,0690 — 117,6221) = —687,32 —
mol

3.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie anionu weglanowego o
geometrii kartezjanskiej podanej w ponizszej tabelce. Dlugosé réwnowagowa
i stala silowa kazdego wiazania C-O w tym anionie wynosza odpowiednio
°o = 1,25 A, k%, = 1312 kcal/(molxA?) a wartosé réwnowagowa i stala
silowa kazdego kata O-C-O wynosza odowiednio 03, = 120°, keoco = 160
kcal/(molxrad?).

Atom z [A] y [A] z [A]
C1 0,00000 | 0,00000 | 0,000000
02 1,30000 | 0,00000 | 0,000000
03 -0,54478 | 1,06921 | 0,000000
04 -0,54478 | -1,06921 | 0,000000

OdpowiedZz: FE = 6,24 kcal/mol, w tym E; = 4,92 kcal/mol, E; = 1,32
kcal/mol.

Zadanie 2

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie uktadu zlozonego z
dwéch atoméw helu, znajdujacych sie w odleglosci 4 A. Parametry poten-
cjatu Leonarda-Jonesa (6-12) dla atomu helu wynosza odpowiednio € = 0, 0203
kcal/mol i r° = 2,28 A.

Odpowiedz: FE = —0,0014 kcal/mol.
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Zadanie 3

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie oddzialtywania
czasteczki azotu z czasteczka tlenu, w uktadzie o geometrii kartezjariskiej przed-
stawionej ponizej. Stanem poczatkowym sa izolowane od siebie czasteczki, z
ktorych kazda ma réwnowagowa diugosé wiazania.

z [A] y [A] z [A]
N1 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
N2 | 0,000000 | 0,000000 | 1,210000
01 | 3,939231 | 0,000000 | 0,694593
02 | 3,939231 | 0,000000 | -0,606407

Parametry potencjatu Lennarda-Jonesa (6-12) atomdéw azotu i tlenu oraz
stale sitowe i dlugosci réwnowagowe wiazan N=N i O=O0O zostaly zebrane w
ponizszej tabeli.

atom | ¢ [kcal/mol] | 7° [A] [ wiazanie | k7 [keal/(molxA2] | d° [A]
N 0,091 1,06 || N=N 418 121
O 0,113 1,83 0=0 498 1,301

Odpowiedz: AFE = —0,38 kcal/mol.

Zadanie 4

Obliczy¢ w przyblizeniu mechaniki molekularnej energie ukladu zlozonego z
czasteczki dwutlenku wegla oddziatujacej z jonem chlorkowym polozonym tak,
ze odleglo$é miedzy atomem wegla a atomem chloru wynosi 4 A a 0§ czasteczki
jest prostopadta do linii C- - - Cl, w $rodowisku wodnym (wzgledna przenikalnosé
elektryczna D = 80). Czasteczka COq jest liniowa, dlugosci wigzann C=0 wy-
nosza 1,25 A, ladunek na atomie wegla wynosi +1,4 e, ladunki na obu ato-
mach tlenu wynosza -0,7 e a jon chlorkowy ma tadunek -1 e (patrz rysunek).
Dhugosé réwnowagowa i stata sitowa kazdego wiazania C=0 wynosza odpowied-
nio d° = 1,16 A, k% = 1608 kcal/(molxA?). Parametry potencjalu Lennarda-
Jonesa sg zebrane w tabelce.

-0.7e
O
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L
™~
— A -1.0e
+1.4e (C------- 208 CI
ocT
Tp]
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Atom | ¢ [kcal/mol] | 7° [A]
C 0,02 1,85
) 0,2 1,6
Cl 0,1 2,5

Odpowiedz: FE = 12,65 kcal/mol, w tym Es = 13,02 kcal/mol, E.; = —0,07
kcal/mol, E,; = —0,30 kcal/mol.

Zadanie 5

Obliczy¢ energie oddziatywania w ukladzie z przyktadu 2a zakladajac, ze uktad
znajduje sie (a) w czterochlorku wegla (D = 2,24) i (b) w etanolu (D = 24,5).
Zinterpretowaé réznice.

Zadanie 6

Obliczy¢ energie oddzialywania kationu wapniowego z anionem wodorotlenko-
wym w etanolu (wzgledna przenikalnosé elektryczna D = 24,5). Kation wap-
niowy znajduje sie w odleglosci r = 3,30 A od atomu tlenu anionu wodo-
rotlenkowego, na osi wigzania O-H a atom wodoru anionu wodorotlenkowego
znajduje sie po przeciwnej stronie atomu tlenu niz kation wapniowy. Dlugosé
wiazania O-H wynosi dog = 1,0 A. Stale potencjatu Lennarda-Jonesa wynosza
odpowiednio ecg2+ = 0,10 kcal/mol i rg, .. = 1,7 A, o = 0,20 kcal/mol i
ry = 1,6 A ey =0,02 kcal/mol i r§, = 1,0 A. Ladunek na atomie tlenu wy-
nosi go = —1, 1 e a na atomie wodoru wynosi gz = 0, 1 e. Dlugosé réwnowagowa
i stala silowa wiazania O-H wynosza odpowiednio d¢,;; = 0,964 A, kog = 1010
kcal/(molx A)2. Stanem odniesienia jest uklad zlozony z izolowanych od siebie
czastek, przy czym jon wodorotlenkowy posiada geometrie réwnowagows,.

OdpowiedZz: AFE = —7,90 kcal/mol, w tym AFE, = 0,65 kcal/mol, AE,; =
—8,40 kcal/mol, AE,;, = —0, 15 kcal/mol.

Zadanie 7*

Oszacowac odleglo$¢ odpowiadajaca minimum energii oddziatywania jonu sodo-
wego z jonem chlorkowym w prézni, dla ktérych parametry potencjatu Lennarda-
Jonesa sa podane w tabeli do przykladu 3. Jak ma sie wyliczona odleglo$¢ do
sumy promieni van der Waalsa jonu sodowego i jonu chlorkowego a jak do od-
leglosci miedzy tymi jonami w krysztale chlorku sodowego (patrz przyklad 3)?
Zinterpretowaé¢ zaobserwowane roznice.

Wskazéwka: W potencjale Lennarda-Jonesa uwzgledni¢ tylko wklad z potega
12.

Odpowiedz: r*~ 2,57 A.
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obliczanie sit
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2. W. Rubinowicz, W. Krélikowski, Mechanika teoretyczna, PWN, rozdz. 1
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PWN, rozdz. 1T §22 i §23.

4. A K. Wréblewski, J.A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, PWN, rozdz. V.2.

4.1 Czes$¢ teoretyczna:

4.1.1 Analiza konformacyjna

Analiza konformacyjna polega na badaniu zmian energii czasteczki, na ogdt
zwiazku organicznego, w zaleznosci od jego geometrii. Poniewaz wszystkie geo-
metrie musza odpowiadaé tej samej chemicznie czasteczce (a nie np. jej izo-
merom), zmiennymi opisujacymi powierzchnie energii sa katy torsyjne obrotu
wokol wiazan, z wylaczeniem obrotu wokdét wiazan podwdjnych oraz nieskorelo-
wanych obrotéw wokdt wiazan w pierscieniach. Przykladowo: kwas fumarowy
i maleinowy, ktore réznia sie polozeniem grup karboksylowych wzgledem osi
wigzania C=C, sg izomerami a nie konformerami.

60
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HOOC COOH HOOC\ H
L P/
[N /SN
H o0 H H =180 COOH
kwas maleinowy kwas fumarowy

Podobnie, tylko niektére zestawy katéw obrotu wokdl wiazan C-C w
pierscieniu cykloheksanu odpowiadaja konformacjom tego zwiazku i aby zmienié
np. konformacje krzestowa w konformacje t6dkowa nalezy jednoczesnie odpo-
wiednio zmieni¢ trzy wszystkie katy dwuscienne w pierscieniu. W przeciwnym
razie nastapi rozerwanie ktérego$ z wiazan w pierscieniu (patrz rysunek).

CH
HC
CH———C
,=—60°
CH+ C 7,=60°
,=60°
1,=—60°
HC
konformacja krzestowa konformacja t6dkowa

To, ze dlugosci wiazan, katy walencyjne i duza cze$¢ katow torsyjnych w
czasteczce jest stala lub wspdélzmienna z innymi katami torsyjnymi eliminuje
ogromng wiekszosé stopni swobody opisujacych powierzchnie energii konforma-
cyujnej. Tym niemniej, nawet dla stosunkowo matych czasteczek takich jak
oligopeptydy czy oligosacharydy pozostaje ich wystarczajaco duzo aby znale-
zienie niskoenergetycznych (a przez do najbardziej prawdopodobnych) konfor-
macji, ktore sa identyfikowane z minimami energii, bylo zagadnieniem bardzo
trudnym. Kazda jednostka peptydowa lub cukrowa wymaga dwéch katéow tor-
syjnych (oznaczanych jako ¢ i) do opisu, zatem juz w przypadku pentapeptydu
jakim jest np. naturalny opioid Met-enkefalina, liczba zmiennych wynosi 10.

Przyklad i zadania z tej czeéci ¢wiczen sa ograniczone do prostych czasteczek,
ktorych konformacje okresla jeden kat torsyjny oraz jedynie do obliczania ener-
gii wybranych konformacji. Dla zobrazowania zagadnienia ponizej jest przed-
stawiony dobrze zapewne znany z kursu chemii organicznej wykres energii
czasteczki butanu w funkcji kata obrotu 7 wokél centralnego wiazania C-C. Za-
niedbujemy tutaj mniej istotne zmiany energii spowodowane zmianami katéw
obrotu skrajnych grup CHsz wokét wiazan C-C.
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Znajdowanie miniméw energii konformacyjnej dla podanego juz wyrazenia
na energie potencjalna w funkcji kata lub katéw torsyjnych bylo trescia tematu
2, natomiast w tej czesci ¢wiczen wyrazenia na energie nalezy utworzy¢ na pod-
stawie ogdélnego wzoru na energie konformacyjnag w przyblizeniu mechaniki mo-
lekularnej oraz podanych w zadaniach parametréw. W zadaniach z obecnej
czesci zaklada sie, ze dlugosci wiazan i katy walencyjne nie zmieniaja sie, za-
tem jedynymi wkladami do energii konformacyjnej sa wktady niewiazace (E,p),
elektrostatyczne (Ee;) i torsyjne (Eior).

4.1.2 Obliczanie sil

Sita dzialajaca na dany atom czasteczce lub ukladzie czasteczek okresla zmiane
jego predkosci a dalej trajektorie ruchu. Dlatego obliczanie sit jest kluczowym
punktem dynamiki molekularnej, ktéra umozliwia symulacje ewolucji czasowej
ukladow a przez to na okreslenie np. funkcjonlnie waznych ruchéw czasteczki
biatka (np. cytochromu w czasie oddychania komdérkowego) czy tez ruchliwosci
poszczegdlnych fragmentow biatka, co ma znaczenie np. w ocenie wpltywu muta-
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¢ji na kancerogennos$é. Obliczanie sit elektrostatycznych pozwala z kolei ocenié
miejsca czasteczki receptora najbardziej podatne na wiazanie z kandydatami na
leki.

Aby wyprowadzi¢ sposéb obliczania sit na podstawie wyrazen na energie w
polu silowym przypomnijmy sobie znany ze szkoly wzér na prace:

W =Fs

gdzie W jest praca wykonana przez sitle F' a s jest droga. Wykonana praca jest
tym wieksza im wigksza jest sila i dtuzsza droga.

Jezeli praca jest wykonywana przez sity potencjalne (konserwatywne) takie,
jak np. sily grawitacyjne czy elektrostatyczne, energia ukladu zmaleje. Swo-
bodne spadanie cial w polu grawitacyjnym ziemskim jest doskonatla ilustracja
tego prawidla. Jezeli cialo o masie m spadnie z wysoko$¢i h to jego energia po-
tencjalna bedzie mniejsza o mgh (g jest przyspieszeniem ziemskim) w stosunku
do energii w polozeniu poczatkowym. Zatem mozemy napisac:

AE,
S

W=—AE,=Fs = F=—

Zaktadajac, ze ruch odbywa si¢ wzdtuz osi x i oznaczajac przesuniecie s = Ax
oraz przechodzac do granicy Az — 0 dostajemy:

AE,  0E,
Az—0 Ax ox

Sila dzialajaca w kierunku z jest zatem pochodna czastkowa energii poten-
cjalnej wzgledem x. Podobnie, skltadowe sity w kierunkach wspétrzednych y i z
sa pochodnymi czastkowymi energi potencjalnej wzgledem tych wspélrzednych
a caly wektor sity, F, jest wektorem gradientu energii potencjalnej ze znakiem
minus:

F, 0%
F=|F|=-|%]|=-VE,

F. o8,

oz

Powyzsze wyrazenie pozwala, na podstawie wyrazenia na energie poten-
cjalna, obliczy¢ sile dzialajaca na wybrany atom. Jezeli chcemy obliczy¢ sily
dziatajace na wszystkie atomy, musimy odrézni¢ od siebie wspéhrzedne po-
szczegblnych atoméw nadajac im numery, np. =1, Y1, 21, T2, Y2, 22, - - - s Tns Yn Zn -
Wektory sity dziatajacej na atom o numerze ¢ otrzymujemy wtedy liczac gradient
w kierunku jego wspéirzednych:

OB,

§E
F, = e

- | 5
ok,
Oz,

Poniewaz obliczanie pochodnych calego wyrazenia na energie nawet dla nie-
wielkich uktadéw jest uciazliwe wykorzystuje sie to, ze wiekszos¢ wkladow do



ROZDZIAL 4. ANALIZA KONFORMACYJNA I SILY 64

energii, w szczegblnosci elektrostatyczne i niewiazace ale takze oddzialywania
pochodzace od odksztalcania wiazan, wyraza sie w mechanice molekularnej po-
przez sume wkladéw pochodzacych od par atoméw, z ktorych kazdy zalezy
jedynie od odleglosci miedzy tymi atomami:

n i—1
E=Y Y eilry)
i=2 j=1

gdzie r;; jest odlegloscia miedzy atomami ¢ oraz j. Korzystajac z wzoru na
pochodng funkcji ztozonej mamy dla wspéhrzednej x i-tego atomu (analogiczne
wyprowadzenie dla pozostatych):

Poniewaz

rij = \/(%‘ —2i)? + (Y — )+ (25 — 2)?
Orij _ 2z —xi)(=1) _mi—x

= =Tj;

O 2\/(wy — @)+ (y; — wi)? + (25 — 2.)° Tij

Zatem

xji

Vﬂ"ij =\ Yji | =Ty
Zji

n n
/ A

Fi=— (rijti=) fi
J=1 j=1
J#i J#i
!/ A
fji = —€'(rij)tji

Zatem aby obliczy¢ sile dzialajaca na atom ¢ nalezy dla kazdego od-
dzialujacego z nim atomu j obliczy¢ pochodna tego wkladu energii oddzialywan
wzgledem odleglosci tych atoméw, zmieni¢ znak tej pochodnej, przemnozyé
przez wektor kierunku od atomu j do atomu ¢ (fatwo sprawdzié, ze wektor ten ma
dhugo$é 1) a nastepnie wektorowo zsumowaé otrzymane w ten sposéb sktadowe
sity. Zwréocémy uwage, ze z powyzszego wzoru wynika IIT prawo Newtona: sita
pochodzaca od atomu j a dzialajaca na atom ¢ (f;_;) jest co do wielkosci réwna
a przeciwnie skierowana do tej pochodzacej od atomu ¢ i dzialajacej na atom j
(fi—;), poniewaz w drugim przypadku pochodna bedzie mnozona przez wektor
r;;, ktory jest przeciwnie skierowany do wektora 1j;.

Powyzsze rozwazania ilustruje rysunek.
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-e’,<0 (przyciaganie)
-¢’ >0 (odpychanie)

Jezeli energie wyrazamy w kcal/mol a odleglosé w angstromach, to podsta-
wiajac takie jednostki do wzoru na sile dostajemy kcal/ (mole). Tymczasem
jednostka sily jest newton. Ponizej jest podane wyprowadzenie wspotczynnika
przeliczajacego site na newtony:

keal 4186J
mol x A 6,022 x 1023 x 10— 10m

=6,95x 1071 N

4.2 Przyklady
Przyklad 1:

Obliczyé réznice pomiedzy energia konformacji naprzeciwleglej (1 = 0°) i na-
przemianleglej (7 = 180°) czasteczki heksachloroetanu (patrz rysunek) przy
zalozeniu, ze dlugosci wiazan oraz katy walencyjne maja wartosci réwnowagowe
dla obu konformacji. Wspoélrzedne kartezjanskie atoméw sa zestawione w tabel-
kach ponizej. Stale potencjatu Lennarda-Jonesa atomu wegla i atomu chloru
wynoszg odpowiednio ec = 0,11 kcal/mol rg, = 1,8 A, ec1 = 0,53 keal/mol,
rey = 1,735 A. Ladunek czastkowy na kazdym atomie wegla wynosi go = 0,18 e

a na kazdym atomie chloru ¢qc; = —0, 06 e. Potencjal torsyjny dla obrotu wokot
wiazania C-C jest potencjalem tréjkrotnym a jego stala wynosi V3/2 = 1,6
kcal /mol.
Konformacja naprzeciwlegta (I) Konformacja naprzemianlegta (IT)
Atom | x[AI]  y@AI] 2| x@Al|  y@AI[  z[A
C1 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 [| 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
C2 0,000000 | 0,000000 | 1,460000 || 0,000000 | 0,000000 | 1,460000
Cl1 1,649206 | 0,000000 | -0,642667 || -1,649206 | 0,000000 | -0,642667
Cl2 -0,824603 | -1,428254 | -0,642667 || 0,824603 | 1,428254 | -0,642667
CI3 -0,824603 | 1,428254 | -0,642667 || 0,824603 | -1,428254 | -0,642667
Cl4 1,649206 | 0,000000 | 2,102667 || 1,649206 | 0,000000 | 2,102667
Cl5 -0,824603 | 1,428254 | 2,102667 || -0,824603 | 1,428254 | 2,102667
Cl6 -0,824603 | -1,428254 | 2,102667 || -0,824603 | -1,428254 | 2,102667
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Cl6
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Rozwiazanie: Poniewaz dlugosci wiazan i katy walencyjne sa rowne
wartosciom rownowagowym, jedynymi wkladami do wyrazenia na energie beda
wklady niewiazace, elektrostatyczne oraz wklad torsyjny. Z kolei oddzialywania
niewiazace i elektrostatyczne wystepuja jedynie pomiedzy atomami chloru, z
ktérych kazdy nalezy do grupy metylowej. Zatem wyrazenie na energie mozna
zapisaé¢ nastepujacym rownaniem:

3 6 ° 12 o 6
T T
E=FEp+ Eg+ Eor = E E Ecicl [( cicl ) —9 < cicl ) ]

= = roucly rcucl

3 6 2
q V
+3 ) gze—Cl 4 73 [1 + cos(37)]

im1j=4 | CLOL

Dodatkowo, z uwagi na symetrie obu konformacji mamy rcj1014 = Toi2cis =

TCI3C16 OTAZ TCl1Cls = T'Cl1CIe = TCl2014 = TCI2C16 = T'CI3CI4 = TCi3cls- Latem
wystarczy policzy¢ energie oddziatywan pomiedzy Cl1---Cl4 i CI2---Cl5, po
czym pierwsza z nich pomnozy¢ przez 3 a druga przez 6 i zsumowac.

Konformacja naprzeciwlegla. W pierwszym kroku obliczamy rcpicia i
TCI2C15-

reic = 2,102667 — (—0,642667) = 2,7453 A
reios = \/(—0,82460 — 1,649206)2 + 1,4282542 + (2,102667 — (—0, 642667))2
=3,9619 A
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Atomy Cl1 i Cl4 réznig sie tylko wspolrzedna z wiec odleglto$é miedzy nimi
jest rowna bezwzglednej wartosci réznicy tej wspotrzedne;j.

Parametry potencjalu Lennarda-Jonesa dla pary oddzialujacych atoméw
chloru wynosza:

ecicl = vVecieer = 0,53 keal/mol
Toicr =To e =2 x 1,735 = 3,47 A

Energia oddzialywan niewiazacych i elektrostatycznych wynosza odpowied-
nio:

Epp =3 % Epy(ClL---Cl4) + 6 x Epy(CI1---Cl5) =

3,47 \ " 3,47 \°
b _2 )
3% 0,53 [(2,7453) (2,7453) ]Jr

3,47 \ " 3,47 \°
; =2 o =3 x 4,4 -
(3,9619) <3,9619) 3 % 4,4900 + 6(—0,3705)

= 11,2470 kcal/mol
FEg=3x Eel(Cll cee Cl4) +6 x Eel(CI cee 015) =
(—0,06)> (—0,06)>
Ak g\ YY)
57a5s T 033250610

3 x0,4354 + 6 x 0,3017 = 3,1164 kcal/mol

6 x 0,53

3 x 332

Energia torsyjna wynosi

Eior = 1,6[1 4 cos(3 x 0)] = 3,2 kecal/mol

Zatem energia konformacji naprzeciwleglej wynosi E; = 11,2470+ 3,1164 +
3,2 = 17,5634 kcal/mol.

Konformacja naprzemianlegla. Analogicznie wyliczamy odleglosci oraz
czastkowe energie, otrzymujac roiicie = 4,29143 A, reiecis = 3, 2026 A, B, =
3(—0,2549) 4+ 6(—0.3276) = —2, 7276 keal/mol, E,; = 3x0,2785+6 x 0,3732 =
3,0747 kcal/mol, Eio. = 1,6[1 4 cos(—37)] = 0 kcal/mol oraz sume tych energii
réwna Err = 0,3471 keal /mol.

Réznica energii konformacyjnej. Po podstawieniu mamy: AFE = Ej —
Err =17,5634—0,3471 = 17,2163 kcal/mol, w przyblizeniu 17,2 kcal/mol. Jak
latwo zauwazy¢, najwiekszy wktad do réznicy energii pochodzi od oddzialywan
niewiazacych.

*Wartos$¢ eksperymentalna bariery rotacji heksachloroetanu wg. Y. Morino,
E. Hirota, J. Chem. Phys. 28, 185 (1958) wynosi AE* = 10,8 kcal/mol. Ja-
kie sa mozliwe przyczyny, ze obliczona bariera rotacji jest prawie dwukrotnie
wyzsza?l
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Przyklad 2:

Obliczy¢ site dziatajaca na atom wegla C(2) w czasteczce dwutlenku wegla w
kierunku C(2)- - - O(3), jezeli czasteczka ma geometrie jak na ponizszym rysunku:

0,96 A 1,36 A
01 = C2 = 03

Energia odksztalcenia kazdego wiazania C=0 jest dana wzorem (d oznacza
dhugoéé wiazania):

E(d) = 804(d — 1,16A)?

Rozwiazanie: Umieszczajac wszystkie atomy na osi « a atom C1 w poczatku
ukladu wspélrzednych oraz oznaczajac wspotrzedna atomu C2 jako x mozemy
nastepujaco wyrazi¢ dlugosci wiazan:

doi=c2 =@
dc2=03 = 2,32 -z
poniewaz z rysunku wynika, ze suma dtugosci obu wiazari C=0 wynosi 2,32 A.

Zatem energia wyraza sie nastepujace przez x:

E(z) = Eoi—c2 + Eca—03 = 804(x — 1,16)? 4 804(2,32 — = — 1,16)?
=1608(x — 1,16)?

Sita dziatajaca w kierunku wspohrzednej x wynosi:

OF
F,=——=-2x1608(x — 1,16
Oz x (@ )
Wstawiajac © = 0,96 A dostajemy F,(1,16) = —3216(—0,2) = 643,2

kcal/mol/A= 643,2 x 6,95 x 107! = 4,47 x 1078 N (przeliczenie jednostek jest
wyprowadzone w czesci teoretycznej). Sita dziala w prawo poniewaz wiazanie
01=C2 jest krétsze a C2=03 dluzsze niz nienaprezone wiazanie o dlugosci
réwnowagowej 1,16 A.

FX
01 Co—=—03

0 X
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Sposéb podany powyzej jest najszybszym sposobem rozwigzania tego kon-
kretnego zadania i dobrze ilustruje definicje sily jako wektora przeciwnego do gra-
dientu energii potencjalnej. Jednak dla bardziej zlozonych wyrazen na energie
znacznie lepiej jest najpierw obliczy¢ skladowe sity pochodzace od oddzialywan
danego atomu z poszczegdlnymi atomami (w tym przypadku sa to wylacznie
oddziatywania wiazace opisane potencjatem harmonicznym) a nastepnie je zsu-
mowac, jak opisano w czeéci teoretycznej. Ten ogdlniejszy sposéb jest zilustro-
wany ponizej.

Feo =Foioc2 + Fosoo2 = —€0001(do202) X 1 — egaps(do20s) X (—1) =
—[804(dca01 — 1,16)%) + [804(dc203 — 1,16)?) =
—1608[(dc201 — 1,16) — (desos — 1,16)] = —1608(—0,2 — 0, 2)
= 643, 2 keal /mol/A

Przy skladowej sity pochodzacej od wiazania C201 wystepuje 1, poniewaz
wektor O1C2 ma kierunek osi x, natomiast przy skladowej sity pochodzacej od

wiazania C203 wystepuje -1, poniewaz wektor O3C2 jest skierowany przeciwnie
do osi z.

Przyktad 3:

Obliczy¢ site dzialajaca na atom wodoru czasteczki chlorowodoru oddzialujacej
w prézni z jonem chlorkowym, znajdujacym sie na przedluzeniu osi wiazania
Cl-H na prawo od atomu wodoru w odlegloéci 3 A od niego, jak na ry-
sunku. Ladunki czastowe na atomach sa podane na rysunku a stale poten-
cjalu Lennarda-Jonesa wynosza odpowiednio ey = 0,01 kcal/mol, r§, = 0,6 A,
ect = 0,10 kecal/mol, r&;, = 2,5 A. Roéwnowagowa dlugosé wiazania czasteczki
chlorowodoru wynosi dg;~;, = 1,3 A.

-02e 02e -1,0e

C|1_H2 .......................................................... C|3
le13 Apjle—30A——»]

= ! N x’
rC|1H2 rC|3H2

Rozwiazanie: Przyjmijmy, ze atomy sa polozone na osi x. Sita dzialajaca na
atom H2 pochodzi od oddzialywania ze zwiazanym z nim atomem chloru (CI1)
oraz z jonem chlorkowym (Cl3). Zatem podobnie jak w poprzednim zadaniu
mamy:

! / !
Fus =FconsuetFoizsme = —€yacin (Tr2cis) X1—€yaciz(razciz) X (1) = €yacis
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—€y9cn = 0 poniewaz dlugosé wiazania CI1H2 jest réwna jego diugosci
rownowagowej. Na rysunku pokazane sa réwniez wektory jednostkowe skiero-
wane do atomu na ktory dziala sita od atoméw dziatajacych na niego sita, ¥y 2
oraz Toiz3ge. Poniewaz rozwazamy tylko jeden wymiar (0§ x), pierwszy wektor
(od Cl1 do H2) jest réwny 1 a drugi (od CI3 do H2) -1.

Energia oddzialywania pomiedzy H2 a Cl3 wyraza sie nastepujaco (za-
uwazmy, ze egcor = /0,1 x 0,01 = 0,0316 kcal/mol, 7, = 0,6 + 2,5 = 3,1
A); we wzorze T = rgsci3, poniewaz wystepuje tylko jedna odleglosé:

12 6
3,1 3,1 0,2 x (—-1,0
eq2c13 = enp + e = 0,0316 [( ’ > -2 ( ! ) + 332M
r T
Po obliczeniu pochodnej wzgledem rgoci3 = r dostajemy:
12 6
12 x 0,0316 | /3,1 3,1 0.2
Fsz—X’[(7 ) —(’ ) + 332 ’2
r r r r

Wstawiajac do powyzszego wyrazenia r = 3,0 A dostajemy Fpo = 7,34
kcal/mol/A= 1,63 x 10~19 N. Sila jest skierowana w prawo co jest zgodne z
przewidywaniem, ze dodatnio naladowany atom H2 czasteczki chlorowodoru jest
przyciagany przez ujemnie natadowany jon chlorkowy. Jednak przy szacowaniu
sit dzialajacych na atomy nie nalezy pochopnie uwzgledniaé¢ tylko jednego ro-
dzaju oddzialywn (w tym przypadku elektrostatycznych). Przykladem, ze takie
oszacowanie moze prowadzi¢ do mylnych wnioskéw jest zadanie 4.

Przyklad 4:

Dwa jony sodowe i dwa jony chlorkowe w prozni sa naprzemiennie umieszczone w
wierzcholach kwadratu. Zakladajac, ze wszystkie odleglosci sa wieksze niz suma
promieni van der Waalsa poszczegdlnych par jonéw, naszkicowaé sity dzialajace
na kazdy jon oraz ich wypadkowe i przewidzie¢ zachowanie uktadu.

Rozwiazanie: Szkic rozwigzania ilustruje ponizszy rysunek.
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Fon=(1/2)F, ., Foo=(1/2)F ¢

Poniewaz wszystkie odleglosci sa wieksze niz suma promieni van der Waalsa
oddziatujacych jonéw a uklad znajduje sie w prézni, oddzialywania elektrosta-
tyczne beda zdecydowanie dominowaly nad niewiazacymi. Wystarczy zatem
uwzgledni¢ jedynie sity elektrostatyczne. (Uwaga! Sytuacja mogta by sie zmienié
gdyby uklad znajdowal sie w wodzie czy innym rozpuszczalniku o duzej stalej
dielektrycznej.) Na kazdy jon sodowy dzialaja sity pochodzace od sasiadujacych
z nim jonéw chlorkowych oraz jonu sodowego lezacego na przekatnej kwadratu
a sytuacja jest analogiczna dla jonéw chlorkowych. Sily dziatlajace wzdluz
bokéw kwadratu (ciemnoniebieskie strzatki) sa skierowane do przeciwjonu a ich
wypadkowe do srodka kwadratu wzdluz jego przekatnej (jasnoszare strzalki).
Jezeli wartos¢ kazdej sktadowej oznaczymy Fin,ci to wartosé wypadkowej wy-
nosi V2Fnaci. 7 kolei sita dzialajaca od lezacego w przeciwleglym rogu jonu
tego samego znaku jest skierowana od $rodka kwadratu (odpowiednio zielone i
rézowe strzaltki) a jej warto$é jest dwukrotnie mniejsza niz Fi,c; poniewaz

1
Fo ~ 2 "NaNa =TCI01 = V2rNaci

W takim razie Fy, = Foi = (V2 — 3)Fnaci Wypadkowa sila dziatajaca
na kazdy jon (czarne strzalki) jest skierowana do $rodka kwadratu wzdluz jego
przekatnej. Zatem jony beda poruszaly sie po przekatnych kwadratu w kierunku
jego $rodka, az odpychanie elektronéw zwiazane z zakazem Pauliego (wszystkie
jony sa ukladami zamknietopowlokowymi) zréwnowazy przyciaganie elektrosta-
tyczne i przyciaganie wynikajace z oddzialywan dyspersyjnych. Gdyby jony
byly tadunkami punktowymi nie istnialoby polozenie réwnowagi i wszystkie jony
zbieglyby sie w jednym punkcie.
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4.3 Zadania

Zadanie 1:

Obliczyé rézmice energii pomiedzy konformacja prostopadla (7 = 90°) i naprze-
ciwlegla (7 = 0°) czasteczki nadtlenku wodoru w prézni (7 jest katem torsyjnym
H-0O-0O-H), ktérych konformacje sa dane w ponizej tabeli:

Konformacja prostopadta (I) Konformacja naprzeciwleglta (II)

Atom | x[A]|  y@A|  z(Al| x@A] y@A] 2@

H1 0,000000 | -0,895669 | -0,316667 || 0,895669 | 0,000000 | -0,316667
02 0,000000 | 0,000000 | 0,000000 || 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
03 0,000000 | 0,000000 | 1,480000 || 0,000000 | 0,000000 | 1,480000
H4 0,895670 | 0,000000 | 1,796667 || 0,895670 | 0,000000 | 1,796667

Dlugosci wiazan i katy walencyjne sa takie same dla obu konformacji.
Energia torsyjna jest dana wzorem:

2
Eior = 3’235 [1+ cosT]+ 3’2 ! [1 + cos(27)]

Ladunki na atomach tlenu i wodoru wynosza odpowiednio gy = —0.3 e i
qu = 0.3 e. Stale potencjalu Lennarda-Jonesa wynosza ey = 0,016 kcal/mol,
ry =0,6 A, 0 = 0,20 keal /mol, ry=1,9 A.

OdpowiedZ: FE;; — E; = 6,90 kcal/mol.

Zadnie 2:

Obliczy¢ sily dzialajace na atom wegla i atom tlenu w czasteczce tlenku wegla,
w ktérej wiazanie wydhizono od dhugosci réwnowagowej réwnej d° = 1,13 A do
dtugosci d = 1,23 A. Stata sitowa wigzania C=0 wynosi kco = 1870 N/m.

OdpowiedZ: 1,87 x 108 N, w kierunku do $rodka wiazania.

Zadanie 3:

Obliczy¢ sity dziatajace na wszystkie atomy czasteczki O=C=S, w ktérej

wiazanie O=C ma dtugosé¢ 1,21 A a wigzanie C=S ma diugoéé 1,66 A. Diugosci

réwnowagowe i stale silowe wigzan wynosza d¢,, = 1,16 A, kco = 1595 N/m,
°_¢=1,56 A, ksc =753 N/m.

Odpowiedz: Fp =7,975x107° N, Fc = —4,45x1071°N, Fg = —7,53x107°
N, przyjmujac za o$ wspdlrzednych oS czasteczki i umieszczajac atom tlenu
najbardziej na lewo.
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Zadanie 4:

Obliczyé site (warto$é, kierunek i zwrot) dzialajaca na atom fluoru (F1)
czasteczki fluorowodoru oddzialujacej z jonem fluorkowym w Srodowisku o-
dichlorobenzenu (wzgledna stala dielektryczna D=10) w konfiguracji jak nizej:

0,93 A 2,87 A
F1 — H2 ......... F3
-0,6e +0,6e -1,0e

Stata silowa i dlugo$¢ réwnowagowa wigzania F-H wynosza odpowiednio
k = 1385 kcal/mol/A? i d° = 0,92 A. Ladunki sa podane na rysunku. Stale
potencjalu Lennarda-Jonesa wynosza ey = 0,015 kecal/mol, r, = 0,60 A,
er = 0,30 kecal/mol, r% = 1,90 A.

Odpowiedz: 8,67 x 107!°N, sila jest zwrécona od F1 do F3.

Zadanie 5:

Dany jest uklad czterech atoméw argonu polozonych na wierzchotach rombu,
ktorego krétsza przekatna ma dhugosé réwnej odlegltosci rownowagej potencjatu
Lennarda-Jones pary tych atoméw a dtuzsza przekatna jest dwukrotnie dluzsza
niz ta odleglto$é (patrz rysunek). Naszkicowaé sity dzialajace na kazdy atom.

<
Ar1 _ = 3
=

Odpowiedz: Na wszystkie atomy beda dziata¢ sily skierowane wzdhuz
przekatnych do érodka rombu. Wieksze sity beda dziala¢ na atomy Arl i Ar3
niz na Ar2 i Ar4; sity w wymienionych parach beda co do wielkosci réwne.



Rozdzial 5

Drgania czasteczek

Literatura

1. LW. Sawieliew, Wyklady z fizyki tom 1: Mechanika i fizyka czasteczkowa,
PWN, rozdz. 7, §50 — §53.

5.1 Wstep teoretyczny

Czasteczki zwiazkow chemicznych, nawet w temperaturze zera bezwzglednego,
drgaja w otoczeniu polozenia réwnowagi. Drgania te rozktadaja sie na sktadowe
o okreslonych czestotliwosciach, ktére sa nazywane drganiami normalnymi. Ob-
razem drgan normalnych sa widma w podczerwieni i widma Ramana. Widma
w podczerwieni stuza do identyfikacji zwiazkéw organicznych poniewaz czesé
drgan jest charakterystyczna dla danej czasteczki, stanowiac jej ,,odcisk palca”.
Ponadto drgania normalne wnosza wklad do wlasciwosci fizykochemicznych
zwiazkéw chemicznych takich, jak pojemno$é cieplna czy energia wewnetrzna.
W przypadku makromolekut (np. bialek), analiza drgaii normalnych umozliwia
okreslenie labilnoéci danego fragmentu czasteczki a przez to wskazanie miejsc
prawdopodobnie odpowiedzialnych za jej funkcje biologiczne (np. miejsca
wiazace substrat, neurotransmiter, itp.).

Jak pamietamy z tematu 2, w dostatecznie malym otoczeniu minimum ener-
gia rosnie w przyblizeniu z kwadratem odksztalcenia, jezeli zalezy ona od jednej
tylko wspétrzednej (np. dlugosci wiazania). W ogdlnym przypadku energia
odksztalcenia jest forma kwadratows hesjanu energii obliczonego w minimum.

Rozwazmy na poczatek czasteczke dwuatomowa umieszczona na osi x, jak
na rysunku. Wiazanie jest przedstawione jako sprezyna laczaca atomy.

74
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0
Xl d ,k X2
Etﬁ%b E X
my m,

Oznaczajac wspolrzedna pierwszego atomu przez x; a drugiego przez o
i zakladajac, ze drugi atom lezy na prawo od pierwszego mamy nastepujace
wyrazenie na energie:

E(CCl,SUQ) = %]{3[(372 - xl) - dO]Q

gdzie k jest stalg silowa wigzania a d° jego dlugoscia rownowagowa. Energia jest
tutaj liczona wzgledem polozenia réwnowagi (w ktérym E = 0) a poréwnanie
rozwiniecia energii w szereg Taylora wzgledem polozenia réwnowagi (patrz temat
2) pokazuje, ze

o — 0’FE B 0°E
o 81'12 o (9{,622
Stad obliczamy sity dzialajace na atomy:

OF
Omy

O
o =

F1= Zk($2—$1—do)

F2 = —k(mg — T — do) = —F1

(Przy okazji po raz kolejny otrzymali$my III prawo Newtona.) Piszemy teraz
réwnania ruchu obu atoméw:

d2

miaq mq dtx21 *Fl :k(zg—:zzl 7do)
d2

maoag mq dtZI;Q = F2 = 7](3(1’2 — T — do)

Dodajac te réwnania stronami dostajemy:

d2l’1 + d21'2
mi1——= m
Va2 2 ae

Wprowadzajac wspéhrzedna srodka masy
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miTy1 + Mol
rop = ————————
mi + mo

dostajemy

dQCL'CM
de?
co oznacza, ze srodek masy ma przyspieszenie zerowe a zatem czasteczka jako
calos¢ albo jest w spoczynku albo porusza sie ruchem jednostajnym.
Aby okredli¢ réwnanie ruchu atoméw wzgledem srodka masy czasteczki, dzie-
limy pierwsze réwnanie stronami przez mi, drugie przez ms i odejmujemy je
stronami otrzymujac

de? de?

d?z d? 1 1
2 I’l_k<+>(z2z1d0)
my ma
Zatem definiujac £ = xo — x1 — d° (jest to aktualna dlugo$¢ wiazania miedzy
atomami 1 i 2 minus dlugoéé réwnowagowa) mamy nastepujace réwnanie ruchu:

2¢ k
e =t
gdzie
po (L) mme
mp o Mma my + ma

jest masa zredukowana czasteczki.

Powyzsze réwnanie jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego
rzedu. Jego rozwiazaniem jest taka funkcja, ktora zrézniczkowana dwukrot-
nie réwna sie samej sobie ze znakiem minus, pomnozonej przez pewna stala.
Nietrudno stwierdzi¢, ze rozwiazaniem jest funkcja

&(t) = Acos (wt + ¢)

ktéra opisuje ruch drgajacy wiazania miedzy atomami. Stala A jest nazywana

amplituda a stata ¢ fazq drgania. Amplituda okre$la maksymalne wychylenie a
faza wychylenie w poczatkowej chwili czasu. Wielko$¢ w jest czestosciq kotowa.
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> &)

o

7 czestosci kolowej obliczamy nastepujace czesto uzywane wielkosci:

e czestosé (liczba pelych drgan w jednostce czasu). Wielko$é ta jest od-
wrotnodcia okresu drgan, T', ktory okresla czas wykonania pelnego drgania.
Wymienione wielkosci sa pokazane na powyzszym rysunku.

w 1 Jk
V= — = — —
2 2w\l p
e dlugosé fali drgania
A=<
v
e liczbe falowa drgania
_ 1 1 k
TN T 2re 1

W spektroskopii w podczerwieni ta ostatnia wielko$é jest szczegdélnie popu-
larna. Ma ona wymiar odwrotnosci jednostki dtugosci i zwyczajowo przyjeta jed-
nostka jest cm~!. Poniewaz liczba falowa zalezy od stalej silowej i masy zreduko-
wanej tak samo jak czestosé drgan, mozna napotkaé w literaturze sformutowanie
,,czestoéé drgan wynosi xxx cm~1”. Liczby falowe drgaii czasteczek sa zwykle
rzedu 500 — 3500 cm~'. Takie czestosci odpowiadaja promieniowami podczer-
wonemu.

Jak wynika z powyzszych wzordw, czestosé¢ drgan roénie zaréwno ze wzro-
stem stalej silowej i ze zmniejszaniem masy zredukowanej. Najwieksze czestosci
drgan obserwuje si¢ dla wiazan z wodorem. Z zaleznosci czestosci drgan od masy
zredukowanej wynika réwniez, ze podstawienie izotopowe wplywa na czestoscé.
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Np. po podstawieniu izotopowym wodoru deuterem, czestos¢ wigzania O—H
zmniejszy sie w przyblizeniu /2 razy. Stala silowa pozostaje po podstawie-
niu izotopowym niezmieniona, poniewaz zalezy ona jedynie od postaci hiperpo-
wierzchni energii potencjalnej, ktora z kolei jest okreslona jedynie przez tadunki
jader i liczbe elektronéw w czasteczce.

W przypadku czasteczek wieloatomomwych czestoéci drgan oblicza sie
poprzez diagonalizacje hesjanu energii przeskalowanego przez iloczyny pier-
wiastkéw odwrotnosci mas poszczegdlnch atomdéw. Zmiennymi w obliczaniu he-
sjanu sa wspdhrzedne kartezjariskie (ktérych jest 3n dla czasteczki n-atomowej),
jednak jezeli interesuje nas jedynie cze$¢ drgan, np. w kierunku osi wiazania
mozemy ograniczy¢ sie do czesci wspéhrzednych). Przeskalowany hesjan ma po-
stac:

kiy ig _kian
mi Vvmima T maimgy,
k}21 k‘22 k2,3n
W momy mo T V/Mmamszny
k3n,1 k3n,2 k3n,3n
Vmanmi VvVmzpma 7 m3n

gdzie wspélrzedne kartezjanskie sa zebrane w jednym wektorze r jak poka-
zano ponizej a kazda masa odpowiada danej wspétrzednej (zatem masa kazdego
atomu jest trzykrotnie powtérzona w wyrazeniu na macierz W). Zebrane ra-
zem masy tworza diagonalng macierz M. Uogélnione stale silowe k;; sa drugimi
pochodnymi energii wzgledem wspdirzednych, obliczonymi w minimum.

Z1
Y1
Z1
r =
T
Yn
Zn
miy 0 0 0 0 0
0 m; O 0 0 0
0 0 m 0 0 0
M = : :
0 0 0 m3n 0 0
0 0 0 0 m3n 0
0 0 0o ... 0 0 msn
0’FE
kij =
J ari(’)rj

Macierz W mozna na podstawie tych definicji zapisaé¢ nastepujaco:
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W =M KM :

gdzie K = H jest macierza uogélnionych stalych silowych; macierz ta jest
oczywiscie hesjanem energii.

Wartosci wlasne macierzy W sa kwadratami czestosci kolowych \; = w?.
Natomiast wektory wlasne tej macierzy odpowiadaja drganiom normalnym,
ktore sa zsynchronizowanymi ruchami atoméw czasteczki o tej samej czestosci.
Dowdd, ze uklad réwnan ruchu po zamianie ukladu wspétrzednych na ten,
ktoérego osiami sa kierunki wektorow wlasnych macierzy W zostaje sprowadzony
do 3n niezaleznych od siebie réwnan jest podany na wykladzie.

Dla nieliniowej czasteczki wieloatomowej 6 ,,drgan” ma ,,czestodci” zerowe
a zatem faktycznych drgan jest 3n — 6. Trzy z tych ruchéow sa ruchami
postepowymi (translacjami) czasteczki jako calosci (jak w przykladzie czasteczki
dwuatomowej poruszajacej sie po osi x), w kierunkach prostopadlych do siebie
a trzy ruchami obrotowymi, wokét prostopadlych do siebie osi. W przypadku
czasteczki liniowej liczba drgan o czestodciach niezerowych wynosi 3n — 5, po-
niewaz wystepuja jedynie obroty w kierunkach prostopadlych do osi czasteczki,
natomiast, o ile czasteczka ma wiecej niz 2 atomy, wystepuje o jedno wiecej niz
dla czasteczek nieliniowych drganie odpowiadajace wyginaniu calej czasteczki.
Czestosci drgan sa najwieksze, jezeli dominujacy udzial w drganiu normalnym
ma zmiana dhugosci wigzan, nizsze dla katéw walencyjnych a najnizsze dla katéw
torsyjnych. Czesé tych ostatnich stanowi w przypadku makromolekut biologicz-
nych tzw. ruchy funkcjonalnie wazne (FIM, z angielskiego functionally impor-
tant motions). Nalezy jednak pamietaé, ze nawet drgania, w czasie ktérych
zmianom ulegaja gléwnie katy torsyjne zawieraja pewne udzialy pochodzace od
zmian katow walencyjnych czy dlugosci wigzan.

Drganiom normalnym odpowiadaja maksima (pasma) w widmie absorpcji
promieniowania podczerwonego. Intensywno$¢ pasma zalezy od zmiany mo-
mentu dipolowego czasteczki w czasie drgania. Jezeli moment dipolowy si¢ nie
zmienia intensywnos$é jest zerowa (np. tak bedzie dla czasteczki azotu). Drgania
o zerowej intensywnosci w podczerwieni mozna zaobserwowaé w widmie rozpro-
szonego promieniowania podczerwonego (widmie Ramana). W tym przypadku
intensywno$¢ zalezy od zmiany momentu kwadrupolowego.

5.2 Przyklady
Przykiad 1

Obliczyé czestodé i liczbe falowa drgaii czasteczki tlenku wegla (2C160), jezeli
stala sitowa wiazania wynosi 18,7 x 10° dyn/cm.

Rozwiazanie: Wyrazamy stala silowa w N/m i obliczamy mase zredukowana,
wyrazajac ja w kg.
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d 105 N N
h=18,7x10° W% Z 18 7% 107 x 0N 70 N
cm 102 m m

1612 g 6,8571 x 1075 kg

= 0,857 T~ 6,002 x 102

= =1,1 10726 k
F= 16112 13875 1077 ke

Podstawiajac tak przeliczone wielkosci do wzoru na czesto$¢ dostajemy:

1 [k 1 18,7 x 102
- /2= ’ =6,4497x10" s7 = 6,4497x 10" H
Y=o\l T 628318\ st x 1072 O AR ?

Liczbe falows drgan v obliczamy poprzez podzielenie obliczonej w poprzed-
nim kroku czestosci przez predkosé¢ $wiatta.

v 6,4497 x 10"

— _ 5 —1 _ -1
v=—= 3% 108 =2,15x10° m™" = 2150 cm

Przyklad 2

Liczba falowa drgan czasteczki jodowodoru wynosi 2270 cm™!. Obliczy¢ stala
sitlowg wigzania H-I.

Rozwiazanie: W pierwszym kroku obliczamy czesto$é¢ drgan wiazania H-I
a takze mase zredukowana jodowodoru. Podobnie jak w poprzednim zadaniu
wyrazamy wszystkie wielko$ci w jednostkach uktadu SI.

7=2270 cm™ ' = 2,27 x 10° m~!
_ Ix127 g
P 1y 197 mol

=0,9922 1,6476 x 10727 kg

Nastepnie, przez podniesienie lewej i prawej strony wyrazenia na liczbe fa-
lowa do kwadratu a nastepnie pomnozenie stronami przez (27c)?p otrzymujemy
wyrazenie na stala silowa przez liczbe falowa i mase zredukowana;

1 [k
C2me\l p

k= (2rcp)*p
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Do tak otrzymanego wzoru podstawiamy przeliczone na jednostki uktadu SI
vip.

N
k= (6,28318 x 3 x 10% x 2,27 x 10°)? x 1,6476 x 10727 = 301 —
m

Przyklad 3

Obliczy¢ stosunek liczby falowej drgan czasteczki bromowodoru 'HBr do liczby
falowej drgan czasteczki bromodeuteru 2HBr.

Korzystajac z wyrazenia na liczbe falowa poprzez stala sitowa i mase zredu-
kowana podanego w czesci teoretycznej mamy

1 k
Vigpr  2mc\ mapp, \//’LZHBT‘
1 k

V2 gy H1H By

2me\/ p2yp,

Jak wspomniano w czesci teoretycznej, stala sitowa wiazania nie zmienia sie
po podstawieniu izotopowym. Zatem stosunek liczb falowych bromowodoru i
bromodeuteru zalezy jedynie od stosunku ich mas zredukowanych. Poniewaz jest
to wielkos¢ bezwymiarowa, masy te mozna wyrazi¢ w dowolnych jednostkach,
w szczegolnosci w g/mol. Po podstawieniu danych dostajemy

1x79 79 g

H1HBr = 1 +779 = % =0,9875 Tnol
2x79 158 g

e = — = 1 [——

K2 HBr 2179 31 , 9506 ol

Viggr  [Mrppr  [1,9506 141
Vegpe  \ pmimse YV 0,9875 7
Przyklad 4

Napisaé¢ i rozwigzaé¢ réwnania ruchu harmonicznego anionu azydkowego, N3~
dla drgani wzdluz jego osi (geometria anionu jest w przyblizeniu liniowa). Oba
wiazania N-N w tym anionie maja takie same stale sitowe. Wiedzac, ze czestosé
antysymetrycznych drgan rozciagajacych jonu azydkowego wynosi 7 = 1986, 5
cm~! [M. Polak, M. Gruebele, R. Sakallay, J. Am. Chem. Soc., 109, 2884-2887
(1987)] obliczy¢ stala sitowa wiazan N-N w tym jonie.
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Rozwiazanie: Umieszczamy jon na osi x i rozpatrujemy ruchu atoméw tylko
w kierunku tej osi. Oznaczmy przez x1, T2 i x3 wspdlrzedne odpowiednio pierw-
szego, drugiego i trzeciego atomu azotu i zalézmy, ze x1 < o < z3. Wtedy
wyrazenie na energie czasteczki w przyblizeniu harmonicznym przyjmuje po-
stac:

E = %k[(l’z — .’L’l) — do]2 + %k‘[(l’;; — 372) — do]2

gdzie d° i k oznaczaja odpowiednio réwnowagowa dlugo$¢ wiazania N-N w jonie
azydkowym oraz stalg silowa tego wiagzania.
Obliczamy sily dziatajace na atomy N, Ng i Nj.

oF
F1 = _78331 = ]{)[(.’172 — .Tl) - do]
OF
Fo=——= —k(l‘g — xl) =+ k({Ed — {L'Q) = k(!El — 219 + xd)
8$2
OF )
F3 = 7871‘3 = 7k[(l'3 7.%2) 7d ]

Zatem réwnania ruchu maja postaé

d2331 o
a2 _/4}(—33‘14-332 —d )

d?z

?22 = k(ﬂfl — 2.’132 + .133)
d21‘3 o
e =k(zg —x3+d°)

Znajdziemy teraz rozwigzania tych réwnan. Podobnie jak na poczatku
wstepu teoretycznego, gdzie zostaly wyprowadzone réwnania ruchu dla
czasteczki dwuatomowej, dazymy do otrzymania takich kombinacji réwnan,
zeby kombinacja x1, 3 i 2 wystepujaca po prawej stronie pojawita sie za opera-
torem dwukrotnego rézniczkowania wzgledem czasu po stronie lewej. Dodajac
réwnania ruchu stronami dostajemy

dQ(.Tl + xo + 1‘3)
m
dt2
co oznacza, ze srodek masy czasteczki pozostaje w spoczynku lub porusza sie
ruchem jednostajnym.

=0

Jezeli z kolei odejmiemy pierwsze réwnanie od trzeciego dostaniemy

° d2(.’1?3 — X1 — QdO) k o
= —k(z3—r1—-2d°) = e = —E(x3—$1—2d )

md2($3 — X1 — 2do)
de?
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co oznacza, ze réznica wspolrzednych z skrajnych atoméw azotu porusza sie
ruchem harmonicznym o czestosci kotowej ws = \/% . Od réznicy wspdlrzednych
po lewej stronie mozna odjaé 2d°, poniewaz wielko$¢ ta nie zalezy od czasu.
Latwo stwierdzi¢, ze jest to drganie symetryczne, przy ktérym oba wiazania
ulegaja jednoczesnie wydluzeniu lub skréceniu o te sama wartosé. Srodkowy
atom azotu jest nieruchomy. Moment dipolowy nie zmienia sie w tym drganiu,
wiec nie jest ono widoczne w widmie w podczerwieni.

Aby znalezé drugie drganie o niezerowej czestosci, dodajemy do siebie
réwnania 1 i 3 a nastepnie odejmujemy od nich réwnanie pomnozone stronami
przez 2 réwnanie drugie, otrzymujac

d? -2
m (331 dt2$2 + .’133) _ —3k5($1 _ 23)2 + J}3) =
d?(z1 —2z9 + 2 3k
( 1 dt22 3) — _E(xl _ 2%‘2 + .133)

Zatem kolektywna wspolrzedna & = x1 — 2x9 + x3 porusza sie ruchem har-

monicznym o czestosci kolowej w, = \/%. Jest to drganie antysymetryczne,

poniewaz jezeli jedno z wigzan ulega skréceniu to drugie wydluza sie o te sama
wielko$¢. Drugi atom azotu porusza sie tak, aby $rodek masy uktadu pozostal w
miejscu. Drganie to jest widoczne w widmie w podczerwieni. Jego czestosé jest
wladnie obserwowana czestoscia drgan jonu azydkowego. ,,Masa zredukowana’
odpowiadajaca temu drganiu jest réwna 1/3 masy atomu azotu.

Drganie symetryczne i antysymetryczne sa schematycznie przedstawione na

[,

drganie rozciggajgce symetryczne

)

(N e N N,

drganie rozciggajgce antysymetryczne

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, przeksztalcamy wzér na liczbe fa-
lowa aby wyliczy¢ stala silowa.
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14 x 1073/3

= (27cv)? = (6, 2831 10% x 1 10°)—— =
k= (2rcv)*(m/3) = (6,28318 x 3 x 10% x 1,9865 x 10°) 6,022 x 10

N
= 1087 —
m

Aby pokazaé¢ ogdlna metode obliczania czestosci drgan wlasnych czasteczki,
tworzymy najpierw hesjan energii, nastepnie skalujemy jego elementy przez ilo-
czyny odwrotnosci pierwiastkéw mas (w tym przypadku masa jest jedna) i w
konicu obliczamy wartosci wtasne powstalej w ten sposéb macierzy.

o’E 9*E ’E
Ox? Ox10x2 Ox10x3 k —k 0
_ ’FE *FE ’FE _
H - (9972811 31% 8x26z3 - _k 2k _k
O’E 3?E O’E 0 -k k
8{1}3811 8138952 8z§

Macierz W (przeskalowany przez masy hesjan) ma postaé:

%k _k% Ok
0 —w m

Aby znalezé¢ czestosci drgan wlasnych tworzymy wyznacznik wiekowy tej
macierzy i szukamy jego miejsc zerowych.

E_Xx -£ 0 =N -1 0
det(W—AI)=| —E 2k _ ) _k\)_—) 1 2N -1|=0
0 —kk 5 T 0 -1 1-X

gdzie \' = '\, Zamiana A na A" upraszcza dalsze przeksztalcenia.
Rozwijajac wyznacznik dostajemy

A=M[2=A)1=XN) =1+ 1(-(1-X)) =1 =-N)[2-X)1-X)-2]
= NN -1\ =3)=0

skad wynika, ze pierwiastkami réwnania wiekowego sa \j = 0, A\, =1 A, = 3.
Zatem A\; = wi =0, Ag = w3 = £ A3 = w3 = 25 Stad wynika, ze mamy dwie
niezerowe czestosci drgan réwne tym wyliczonym poprzednim sposobem.

Zajdziemy teraz wektory wilasne odpowiadajace kolejnym wartosciom
wlasnym. Wektor wlasny odpowiadajacy i-tej wartosci wlasnej ();) spelnia
nastepujace réwnanie:

WVl' = )\,V,
Podstawiajac macierz W, z ktérej wylaczono czynnik k/m oraz wartosé
A} = 0 otrzymujemy nastepujacy uklad trzech réwnan z trzema niewiado-

mymi. Wektory wlasne macierzy nie zmienaja sie jezeli wszystkie jej elementy
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pomnozymy przez te sama liczbe a rachunki beda znacznie latwiejsze, jezeli
zamiast oryginalnej macierzy W bedziemy rozwazaé¢ macierzy przeskalowana,
ktérej elementy oraz wartosci whasne A}, Ny, A5 sa liczbami calkowitymi.

v11 —v21 =0
—v11 + 2v21 — w31 =0

—v21 +v31 =0

(Drugi indeks oznacza numer porzadkowy wektora wlasnego a pierwszy numer
wspotrzednej x kolejnego atomu. Jest to zgodne z notacja wektoréw wlasnych,
z ktérych kazdy jest wektorem-kolumna,.)

7 pierwszego réwnania otrzymujemy wvi; = vg1 a z trzeciego ve; = v31.
Mozemy tatwo sprawdzié¢, ze przy takim podstawieniu drugie réwnanie jest
réwniez spelione. Zatem rozwiazaniem uktadu jest vi; = vo; = w31, co od-
powiada zsynchronizowanemu ruchowi wszystkich atoméw czyli ruchowi (jed-
nostajnemu poniewaz przyspieszenie wynosi 0) calej czasteczki. Konkretnych
wartosci skladowych okresli¢é nie mozna. Aby zachowaé jednolita notacje,
wspoéirzedne danego wektora wlasnego mnozy sie przez taka stala aby jego
dtugosé¢ byta rowna 1; ten zabieg nazywa sie normalizacjqe wektora.

Wstawiajac druga wartosé wlasna (A, = 1) otrzymujamy:

(1 — 1)’()12 — V22 = 0
—vi2+ (2 —1)vag —v32 =0
—V22 —+ (1 — 1)’023 = O

7 réwnan pierwszego i trzeciego wynika, ze vos = 0 a po wstawieniu vey = 0
do réwnania drugiego dostajemy natychmiast vio = —wss. Jak widaé, wektor
ten odpowiada drganiu symetrycznemu czasteczki.

Wstawiajac trzecia warto$é wlasna (A = 3) mamy:

(1 — 3)1)13 — V23 = 0
—v13 + (2 — 3)@23 —wv33 =0
—v23 + (1 = 3)vz3 =0

7 pierwszego réwnania otrzymujemy vez = —2v13 a z trzeciego vz = —2vss,
skad od razu wynika, ze v13 = vo3; wtedy jest automatycznie spelnione drugie
réwnanie.

Poniewaz wspoélrzedne wektoréw wlasnych sa okreslone z dokladnoscia do
stalego mnoznika, aby uzyskaé jakie$ konkretne wektory wltasne mozna przyjac
pierwszy element kazdego jako 1. Zatem nieznormalizowane wektory wiasne
(oznaczymy je dodajac znak /) maja postaé:
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1 1 1
vi=|1 vo=1| 0 v = | =2
1 -1 1

Zwrocémy uwage, ze iloczyny skalarne kazej pary réznych wektorow sa réwne
zeru co oznacza, ze wektory te sa ortogonalne (prostopadle) do siebie. Jest to
wiasciwoéé wektoréw wilasnych macierzy hermitowskich, w szczegdlnosci syme-
trycznych.

Aby znormalizowaé¢ wektory wlasne dzielimy je przez ich dtugosci, ktore wy-
nosza V12 + 12412 = /3, /12 4+ 02+ (-1)2 = v2i /12 + (-2)2 + 12 = /6
odpowiednio dla wektoréw vi, ve i vs. Wektory wlasne zapisujemy zwykle
sumarycznie w postaci macierzy V, ktérej kolumny sa kolejnymi wektorami
wlasnymi.

S T
VERERVC R
v | L o =
woo
V3o V2 6

5.3 Zadania

Zadanie 1

Stala silowa wiazania I-F w czasteczce fluorku jodu wynosi k = 3,62 x 103
dyn/cm. Obliczyé liczbe falowa drgaii (w cm™1) czasteczki 271'9F.

Odpowiedz: 7 =609 cm™!.

Zadanie 2

Obliczy¢ dhugosé fali odpowiadajaca absorpcji promieniowania podczerwonego
przez czasteczke tlenku azotu '4N'6Q, jezeli stala silowa wiazania wynosi k =
15,7 x 10° dyn/cm.

Odpowiedz: )\ = 5297 nm.

Zadanie 3

Obliczy¢ stala silowa wigzania O-O w czasteczce tlenu 60,, jezeli jej czestosé

drgani zmierzona przy pomocy spektroskopii Ramana wynosi 1568 cm ™.

Odpowiedz: k= 1160 N/m.
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Zadanie 4

Liczby falowe drgan czasteczki chlorowodoru i tlenku azotu wynosza odpowied-
nio 2938 cm~! i 1890 ecm~t. W ktérej czasteczce wiazanie jest silniejsze (ma
wigksza staly silowa)?

Odpowiedz: W czasteczce N-O.

Zadanie 5

Liczba falowa drgania rozciagajacego w czasteczce 'H3°Cl wynosi 71 gsso; =
2938 cm ™! a liczba falowa drgania rozciagajacego podstawionego izotopowo
chlorowodoru "H?*Cl wynosi Unpssc; = 1743 cm™!. Obliczy¢ liczbe masows

n izotopu wodoru.
Odpowiedz: n = 3.

Zadanie 6

Ile pasm mozna zaobserwowaé¢ w widnie w podczerwieni tlenku wegla, ktory za-
wiera domieszke izotopéw 4C i 80? Wiedzac, ze liczba falowa drgan czasteczki
12C16Q wynosi 2157 cm ™! obliczy¢ te czestosci.

OdpowiedZ: 4 pasma o czestodciach 2013 cm™!, 2067 cm™!, 2105 cm ™~ i 2157
-1
cm™ .

Zadanie 7

Wyprowadzi¢ wzoér na czestosci drgan oraz okresli¢ jakiemu ruchowi odpowiada
drganie o niezerowej czestosci czasteczki dwuatomowej poruszajacej sie w jed-
nym wymiarze, metoda diagonalizacji macierzy W. Bardziej ambitni moga
sprébowaé wyprowadzenia zaktadajac, ze czasteczka porusza sie w trzech wy-
miarach (w tym przypadku macierz W bedzie macierza 6 X 6).

Zadanie 8*

Wzorujac si¢ na przyktadzie 4 wyprowadzi¢ wzory na czestosci drgan symetrycz-
nych i antysymetrycznych dla liniowych czasteczek trdjatomowych o ogdlnym
wzorze X=Y=X. Oznaczy¢ masy atoméw X i Y odpowiednio przez mx i my a
stala sitowa wigzania X=Y (oraz Y=X) przez k. Nastepnie przyjmujac warto$é
stalej sitowej wigzania C=0 w czasteczce COy koo = 1602 N/m obliczy¢ liczbe
falowa drgan antysymetrycznych w tej czasteczce i poréwnaé ja z wartoscia
eksperymentalng réwna 7 = 2300 cm L.

i 7 T — _1 k= _ 1 my +2m
Odpowiedz: Vsym = 521/ s Vanti = %\/%
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Mechanika statystyczna
ukladow atomow i
czasteczek
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Rozdzial 6

Prawo rozkiadu
Boltzmanna

6.1 Wstep teoretyczny

Uklady zawierajace miriady komponentéow, a takimi sa zbiorowiska atoméw
lub czasteczek zwiazkéw chemicznych, nie poddaja sie opisowi szczegdtowemu.
Dlatego narzedziem odpowiednim do ich opisu jest mechanika statystyczna,
ktora umozliwia badania zachowania calego ukladu na podstawie cech po-
szczegolnych rodzajow obiektéw, z ktorych on sie sklada. W naszym przypadku
umozliwia powiazanie wlasciwosci pojedynczych molekut (w szczegélnosci hiper-
powierzchni energii potencjalnej) z tym co sie dzieje w laboratorium mokrym.
Kluczowe jest tutaj okreslenie prawdopodobienstwa, ze atom, czasteczka lub
caly uklad znajdzie sie w danym stanie (np. ze czasteczka przyjmie okreslong
konformacje). Méwi o tym prawo rozkladu Boltzmanna.

Prawo rozkladu Boltzmanna okresla prawdopodobienistwo znalezienia sie
uktadu w okredlonym stanie w zaleznoéci od energii tego stanu oraz temperatury
otoczenia. Jezeli uktad wystepuje w stanach, ktérym nadamy numery 1,2,...,
Z (Z moze byé nieskoriczonoscia), to prawdopodobieristwo stanu ¢ o catkowitej
energii F; jest proporcjonalne do

E
P; ~ exp (— kBZT)
gdzie T jest temperatura bezwzgledna a kg = 1,3806 x 10723 jest stalq
Boltzmanna, ktérej jednostka jest J/K. W powyzszym réwnaniu energia jest

wyrazona w joulach. Jezeli chcemy energie wyrazi¢é w joulach/mol, zamiast
stalej Boltzmanna do wzoru wstawiamy uniwersalng stala gazowa R = 8,3145

J/(molxK).
E;
Pi~exp (-
exp ( RT)

89
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Stala gazowa jest iloczynem stalej Boltzmanna i liczby Avogadro (N4 =
6,02214 x 10%3).

Aby obliczy¢ bezwzgledne prawdopodobienstwo, trzeba powyzsze wyrazenie
znormalizowaé tak, aby prawdopodobienistwo wystapienia ktéregokolwiek ze
stanéw ukladu bylo réwne jednosci. Bedziemy zawsze zaktadaé, ze wystapienie
danego stanu jest zdarzeniem niezaleznym od wystapienia innych stanéw. Jak
na razie nie jest znane doswiadczenie ktére przeczyloby temu zalozeniu. W ta-
kim razie prawdopodobienistwo wystapienia jednego z kilku stanéw jest suma
prawdopodobienistw wystapienia poszczegdlnych standw.

Znormalizowane (bezwzgledne) prawdopodobieristwo wystapienia stanu o nu-
merze ¢ Wynosi

gdzie wielko$é

z B,
_ by
Q—jz_:lexp< T

jest nazywana suma statystycznaq.

Bardzo czesto wiele stanéw ma taka sama energie. Przykladem w mechanice
klasycznej jest punkt materialny, na ktéry nie dzialaja zadne sily. Jego energia
jest réwna energii kinetycznej. Stan tego punktu jest opisany poprzez podanie
polozenia i predkosci. Energia kinetyczna zalezy jedynie od kwadratu dlugosci
wektora predkosci i jest zatem niezaleznie od miejsca, w ktérym znajduje sie
punkt i od kierunku, w ktorym sie porusza. Istnieje zatem nieskoriczenie wiele
stanéw tego punktu, ktéorym odpowiada ta sama energia. Przykladem z chemii
jest czasteczka tlenu w podstawowym stanie trypletowym. Istnieja dokladnie
3 realizacje tego stanu i w nieobecnosci zewnetrznych pdl kazdemu odpowiada
identyczna energia. Jezeli przez g; oznaczymy liczbe standéw o tej samej energii
(inaczej: degeneracje stanu i) a zamiast indywidualnych stanéw bedziemy rozpa-
trywaé grupy stanéw o danej energii (kazda taka grupe bedziemy dla uproszcze-
nia nazywaé stanem) to wyrazenia na prawdopodobieristwo i sume statystyczna
przyjma postac

Z 1o
_ . _ J
Q= ;gj exp < kBT>

Jezeli stanowi ukladu nie moze byé¢ przyporzadkowana liczba ale jest on
opisywany zmienng lub wektorem zmiennych ciaglych to prawdopodobienstwo
przechodzi w gestosé prawdopodobienstwa a suma statystyczna przechodzi w
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calke. Najczesciej stan ukladu jest opisywany przez polozenia i pedy. Wtedy
wzér na gesto$¢ prawdopodobienstwa przyjmuje postaé

exp (f Lk(:;) ) d"xd™p
Q

o- [ [l 25}

Jezeli pogrupujemy stany o tej samej energii, mozemy zdefiniowaé¢ prawdo-
podobieristwo jako funkcje jedynie energii

P(E)dE = 5
Q= | QE)exp <ijET> dE

gdzie Q(FE) jest gestosciq standw.

Czesto interesuje nas nie tyle bezwzgledne prawdopodobienstwo danego
stanu ale jego prawdopodobienistwo wzgledne w stosunku do innego stanu. Jezeli
te stany oznaczymy przez I i II, to wzoér przyjmuje postaé

E
Py 911 EXP (_ kBHT> gir ( Err — EI) 911 ( AE)
— = =T exp|—————— | =T exp | ———
Pr grexp (— k’iIT) gr kT gr kgT
Zatem zeby obliczy¢ stosunek prawdopododobienistw wystarczy réznica ener-
gii miedzy stanami a nie trzeba znaé¢ bezwzglednych wartosci energii. Nalezy
zwrécié uwage, ze jezeli zdefiniujemy

AS = kpln L
gr

AF =AFE —-TAS

jako odpowiednio réznice entropii i energii swobodnej miedzy stanami I i II
to wyrazenie na stosunek prawdopodobienstw mozna zapisa¢ nastepujacym
rownaniem:

Prr AF
Pr kT
ktére jest wyrazeniem na zaleznosé stalej réwnowagi reakcji przejscia formy I w
forme II od temperatury jezeli stan I i stan IT odpowiadaja formie I i IT jakiego$

) = Kr11
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ukladu (np. dwém formom tautomerycznym) a stosunek prawdopodobienstw
wystapienia kazdej z form zidentyfikujemy ze stosunkiem ich utamkéw molo-
wych. Z tych rozwazan rowniez wynika, ze entropia stanu jest proporcjonalna
do logarytmu z jego degeneracji czyli liczby mozliwosci, na ktére stan moze by¢é
zrealizowany.

6.2 Przyklady

W analizowanych przykladach oraz w zadaniach, z wyjatkiem przykladu 4
oraz zadan 5 i 6, bedziemy operowaé energia przeliczona na 1 mol. Zatem
w réwnaniach bedzie, poza wymienionymi wyjatkami, wystepowaé stata gazowa
R a nie stala Boltzmanna kp.

Przykiad 1

Oszacowa¢ utamek molowy enolu acetyloacetonu w temperaturze pokojowej
(T = 298 K) jezeli réznica energii formy enolowej i ketonowej wynosi 1,2
kecal/mol.

Rozwiazanie. Przede wszystkim nalezy tez zwrdci¢ uwage na fakt, iz
utamek molowy oznaczany litera x jest liczbowo réwny prawdopodobieristwu
wystapienia danej formy. Kazda z form wystepuje tylko raz, wiec degeneracja
obu stanéw wynosi 1. Zatem, zgodnie z rozwazaniami podanymi w czesci teore-
tycznej, stosunek utamka molowego formy enolowej do utamka molowego formy
ketonowej bedzie réwny

Tenol —exp [ — Eenot — Ereton — exp _&
Tketon RT RT

Po wyrazeniu AE w J/mol, AE = 1,2 x 4184 = 5023, 2 J/mol oraz wstawie-
niu R = 8,3145 J/(molxK) i T = 298 K otrzymujmey Zenoi/Lketon = 0,1317.
Poniewaz suma utamkéw molowych formy enolowej i formy ketonowej jest réwna
1

Theton = 1 — Tenol

mozna tatwo wyliczy¢ zawartosé formy enolowej.

_Lenol _ 0,1317

1 —Zena
0,1317

enol = — s — ,].]. %11,
Tenot = T 1377 1163 6 %
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Przykilad 2

W czasie 1 ns symulacji dynamiki molekularnej w temperaturze T=298 K
wiazania kationu wapniowego przez kalbindyne (bialko wiazace wapn) stwier-
dzono, ze kation wapniowy przebywal w miejscu wiazacym przez 368 ps. Osza-
cowaé zmiane energii swobodnej po zwiazaniu kationu wapniowego przez kalbin-
dyne.

Rozwiazanie. Wiazanie kationéw wapniowych (zielone kulki) przez kalbin-
dyne jest zilustrowane na ponizszym rysunku. Kationy wapnia sa wiazane przez
grupy karboksylowe tancuchéow bocznych kwasu glutaminowego i asparagino-
wego znajdujace sie w petlach.

ey
‘(

Powyzsze zadanie mozna rozwiaza¢ w analogiczny sposéb jak poprzedni
przyktad. Definiujemy réznice energii miedzy stanem niezwiazanym (nzw) i
zwiazanym (zw).

AE = Ezw - Enzw

Przede wszystkim zauwazmy, ze zamiast ,,energii” wystepuje tutaj ,,energia
swobodna”. To oznacza, ze wielko$¢ ta zawiera w sobie mozliwa degeneracje
stanéw oraz inne efekty zwiazane z entropia takie jak przeorganizowanie struk-
tury rozpuszczalnika i bialka po zwigzaniu. Tym niemniej w prawie rozktadu
Boltzmanna energia swobodna pelni taka role jak energia.

Zakladamy ergodycznosé symulacji, czyli mozliwos¢ odwiedzania obu stanéw
w toku calej symulacji proporcjonalnie do ich prawdopodobieristw. Wtedy za-
obserwowanie w czasie 1 ns (1000 ps) formy zwiazanej przez lacznie 368 ps
jest réwnowazne zaobserwowaniu w symulacji 1000 kationéw wapniowych i 1000
czasteczek kalbindyny w danej chwili 368 zwiazanych zwiazanych z czasteczkami
kalbindyny kationéw wapnia. Dlatego stosunek czaséw obserwacji obu form
mozna przyrownaé¢ do stosunku prawdopodobienistw tych stanéw. Mamy ¢, =
368 ps, tn.w = 1000-368=632 ps a zatem
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B RT

PZU} tZ'lU 368 AF
— = X = — =X -

Stad réznica energii swobodnej wynosi

AF = —RTIn ( baw ) = —8§,3145 x 2981n0, 5823 = 1340 =l =0,32 keal

nzw mol mol

Jak widaé, obliczona zmiana energi swobodnej jest dodatnia czyli bardziej
prawdopodobna jest sytuacja kiedy uklad jest zdysocjowany. Ten fakt wydaje
sie nieoczywisty poniewaz ujemnie naladowane zdeprotonowane w warunkach
fizjologicznych grupy karboksylowe laiicuchéw bocznych glutaminy i aspara-
giny znajdujacych sie w petlach wiazacych kalbindyny oddzialuja silniej z ka-
tionami wapniowymi niz czasteczki wody. Decydujacy jest czynnik entropowy.
Czasteczek wody jest po pierwsze wiecej a po drugie zwiazanie kationu wap-
niowego z kalbindyna powoduje zmniejszenie liczby mozliwych stanéw uktadu,
czyli spadek entropii, a co za tym idzie, wzrost energii swobodne;j.

Przyklad 3

Podczas reakcji nitrowania chlorobenzenu grupa nitrowa zostaje podstawiona w
polozeniach orto, meta i para tworzac mieszanine, ktorej zawarto$é¢ procentowa
zostala przedstawiona ponizej. Wiedzac, ze reakcja odbywala sie w tempera-
turze 300 K, wyznaczy¢ wzgledne réznice energii potencjalnej dla otrzymanych
produktow. Degeneracja w pozycji orto i meta wynosi 2, natomiast w pozycji

para 1.
Cl Cl Cl
NO2»
HNO3, HySO4
—_— + +
NO,
NO,

30% 1%

Cl

69%

Rozwiazanie. Z podanych zawartosci procentowych produktéw mozna wy-
liczy¢ ich utamki molowe otrzymujac z, = 0,30, z,, = 0,01, z, = 0,69.
Przyjmujac forme para jako odniesienie, mozemy nastepnie zastosowaé prawo
rozkladu Boltzmanna do obliczenia réznicy energii pomiedzy forma orto i para
(AE,_, = E, — E},) oraz meta i para (AE,,_, = E,, — E}).



ROZDZIAL 6. PRAWO BOLTZMANNA 95

To 9o e AE‘ofp
20 _ 0 oxp [ —m220P
Tp G P RT

, 1%0,3 J keal
AE, , = —RTIn2%% — 8 3145 x 298 x In —— > = 3806 —— = 0,91 o
GoTp 2 x 0,69 mol mol
1 1 keal
ABm = —RTIn %5 — 3 3145 x 208 x In -2 _ 19999 1 _ 5 gy Keal
ImTp 2 x 0,69 mol mol

Stad mozna réwniez obliczy¢ réznice energii pomiedzy forma orto i forma
meta, AE,_,=AE,,_, —AFE,_, =2,94-0,91 = 2,01 kcal/mol.

Przykiad 4

Wyprowadzi¢ prawo rozkladu Maxwella-Boltzmanna, okreslajace rozklad
gestosci prawdopodobienstwa czasteczek gazu doskonalego w zaleznosci od
catkowitej predkosci v (inaczej: od diugosci wektora predkosci).

Rozwiazanie. Energia pojedynczej czastki gazu doskonalego jest energia ki-
netyczna. Jezeli predkosci w kierunku z, y i z wynosza odpowiednio v, vy i v,
a masa czastki wynosi m to jej energia kinetyczna dana jest wzorem

L 2, .2 .2 L 2
B, = 3m (vz—l-vy—l—vz) =3

— 2 2 2
v =4/ vz + vy g

7 powyzszego wzoru wynika, ze energia kinetyczna zalezy tylko od catkowitej
predkosci v tak a nie zalezy od kierunku wektora predkosci. Nalezy zatem
okresli¢ ile stanéw o okreslonej catkowitej predkosci odpowiada przedzialowi od
v do v+dv. Ilosé tych stanéw jest proporcjonalna do objetosci sferycznej skorupy
o promieniu v i grubosci dv albo do objetosci skérki pomarariczy. Ilustracja tego
jest ponizszy rysunek, na ktérym czarne wektory oznaczaja wektory predkosci
o dlugosci nie wiekszej niz v a czerwone o dlugosci nie wigkszej niz dv; ich
,,ilosci” wynosza odpowiednio N (v)) i N(v+dv) aréznica dN = N(v+dv)—N(v)
jest wiasnie iloscia wektorow predkosci o dtugosci zawartej od v do v + dv.
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Uwagal Formalnie zaréwno N(v) jak i N(v + dv) sa nieskorniczone wiec
takie rozwazania nie sa do konca $ciste. Dokladniejsze rozwazania polegaja na
uzyciu jakobianu przeksztalcenia ze wpdlrzednych kartezjanskich do sferycznych
i wycatkowaniu po kacie zenitalnym 6 i azymutalnym ¢. Odpowiednie wypro-
wadzenia mozna znalezé w rozdziale 5.4 II tomu podrecznika W. Krysicki, L.
Wiodarski ,,Analiza matematycznej w zadaniach”.

Zatem degeneracja energii przy dla predkosci v jest réwna powierzchni sko-
rupy pomnozonej przez jej gruboscé.

g(v) = 4mv?dv

Stad prawdopodobienistwo znalezienie czastki przedziale predkosci od v do
v + dv jest rowne

1 mu?
P = —4m? -
(U)dv v exp( o )dv

gdzie (Q jest suma statystyczng albo inaczej czynnikiem normalizujacym praw-
dopodobienstwo. Pozostaje wyliczy¢ Q.

7 2
Q= 47r/v2 exp ( QT;;ZT> dv
0

Aby obliczy¢ powyzsza catke zauwazmy, ze catka

/x2 exp (—axZ) dx
0

gdzie w naszym przypadku

2kpT
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jest pochodna calki z funkeji Gaussa (funkcji bledu) wzgledem parametru a ze
znakiem minus.

%/exp (fa:cz) dx = f/xQ exp (fa:rQ) dx
0 0

Jezeli catkowanie odbywa sie w granicach £oo to catka wystepujaca po prawej
stronie nazwa sie catkq Poissona, catkq Laplace’a lub catkq Gaussa. Wyraza sie
ona wzorem podanym ponizej, ktérego wyprowadzenie mozna znalezé w W.
Krysicki, L. Wiodarski, ,,Analiza matematyczna w zadaniach”, tom I, rozdz.
4.5. W naszym przypadku catkujemy tylko po polowie dziedziny a poniewaz
funkcja podcatkowa jest symetryczna, calka jest réwna polowie catki Gaussa.

[\

/x2exp )d:c:1 /x2exp(fax2)dz:% T
0 —0o0

Zatem

d T o /
_ﬁ/exp (—ax )d:lc _da2\/7
0

co daje nastepujace wyrazenie na sume statystyczna i na rozklad gestosci praw-
dopodobienstwa

Wykresy gestosci rozkladu gestoéci prawdopodobienstwa od catkowitej
predkosci dla gazu zlozonego z atoméw argonu w réznych temperaturach sa
pokazane na ponizszym rysunku.
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6.3 Zadania

Zadanie 1

Pewna pochodna antrachinonu (AQ) interkaluje (wiaze sie) z makromolekutami
DNA, z ktérych kazda posiada 10 miejsc wiazacych typu I i 40 miejsc wiazacych
typu II. Inaczej mowiac, degeneracja stanu zwiazanego I wynosi g; = 10 a stanu
zwiazanego II wynosi g;; = 40. Wiedzac, ze réznica pomiedzy energia wiazania
AQ z miejscem IT a miejscem [ wynosi AE = Eaqrr) - Eagr) = 0,597 keal /mol
obliczy¢ utamek molowy AQ zwiazanego w miejscu wiazacym Il w temperature
t =20°C.

Odpowiedz: Utamek molowy z4q(rr) = 0,59

Zadanie 2

Pewna pochodna akrydyny (AK) interkaluje (wiaze sie) z makromolekutami
DNA, z ktérych kazda posiada 10 miejsc wiazacych typu I i 30 miejsc wiazacych
typu II. Inaczej moéwiac, degeneracja stanu zwiazanego I wynosi g; = 10 a stanu
zwigzanego 11 wynosi gr; = 30. Wiedzac, ze ulamek molowy AK zwiazanej w
miejscu wiazacym I w temperature ¢ = 30° C wynosi x4y = 0,80 obliczy¢
réznice energii wigzania AK przez miejsca wiazace typu I II.

Odpowiedz: Rdznica energii AE = 1,50 keal/mol.
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Zadanie 3

2-chloroetanol w dimetylosulfotlenku (DMSO) wystepuje w konformacji naprze-
mianleglej (t) oraz skosnej (g), przy czym geometryczne prawdopodobienstwo
konformacji sko$nej jest dwa razy wieksze niz konformacji naprzemianleglej; ina-
czej méwiac degeneracje standw g i t wynosza odpowiednio g4 = 2, gy = 1. W
temperaturze ¢t = 25°C stosunek utamka molowego konformacji skosnej do kon-
formacji naprzemianleglej wynosi x4/z; = 10.

a) Obliczy¢ réznice energii pomiedzy konformacja skosna a naprzemianlegta
(AE =E, - E,).

OdpowiedZ: Rdznica energii AE = 0,95 keal/mol.

b) Wyprowadzi¢ wzdr na zalezno$é utamka molowego konformacji naprzemian-
legtej od temperatury.

Odpowiedz:
o) = 2OPCR) _ sew () | ew ()
Cdew (-3 I+iew(-3)  2ren (-39

Zadanie 4

Ulamek molowy niskospinowego kompleksu Ni(I[)MePy(BZ)3)(tBuacac) (dege-
neracja ¢ = 1) wynosi z, = 0,2 w temperaturze T=300 K. Obliczy¢ réznice
energii miedzy kompleksem wysokospinowym (degeneracja g = 3) a komplek-
sem niskospinowym, AF = E,, - E,.

OdpowiedZ: Réznica energii AE = -0,42 kcal/mol.

Zadanie 5

Jaka musi by¢ temperatura aby 1% tlenu czasteczkowego znalazt si¢ w stanie
singletowym? Réznica energii miedzy stanem singletowym (*A,) a podstawo-
wym stanem trypletowym (33 o) wynosi AE = 21 keal/mol a degeneracje tych
stanéw wynosza odpowiednio go = 3 (stan podstawowy trypletowy) i g1 = 1
(stan wzbudzony singletowy).

Odpowiedz: T = 3022 K.

Zadanie 6

Zmodyfikowa¢ wyprowadzenie rozktadu Maxwella-Boltzmanna z przykladu 4
tak aby gesto$¢ prawdopodobienstwa byla wyrazona w funkcji nie predkosci ale
(a) catkowitego pedu (dtugosci wektora pedu) czastki i (b) energii kinetycznej



ROZDZIAL 6. PRAWO BOLTZMANNA 100

czastki gazu doskonalego. Uwaga! Nalezy zwrdcié uwage jak bedzie sie wtedy
wyrazala gestosé stanéw o danym pedzie lub energii i odpowiednio zmodyfikowaé
réwnanie, co réwniez bedzie wymagalo modyfikacji lub ponownego wyprowadze-
nia wzoru na sume statystyczna (Q). Ped oraz energia kinetyczna w funkcji pedu
wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

p=mv

pzm«/v%+v§+v§

i tpy 2
2m

Ey

Zadanie T*

Wyprowadzi¢ wzér na gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia sie oscylatora
harmonicznego charakteryzujacego sie masa zredukowang o oraz staly silowa k
w zaleznosci od wspélrzednej normalnej x i pedu p. Energia oscylatora wyraza
sie wzorem

P o1

E=E,+E, ="— + —ka’
k+ Lp 2u+2kx



Rozdzial 7

Wartosci srednie w zespole
kanonicznym i ich zwiazek z
wielkosciami
termodynamicznymi

Literatura:
1. K. Guminski, ,,Termodynamika”, rozdz. 3

2. N. A. Smirnowa, ,,Metody termodynamiki statystycznej w chemii fizycz-
nej”, rozdz. 3.9

7.1 Wstep teoretyczny

W tej czesci zajeé bedziemy rozwazaé gldwnie zespdt kanoniczny, w ktorym
okreslona jest liczba czastek (N), temperatura (7') i objetosé (V') natomiast
takie wielkodci jak ci$nienie (p), energia wewnetrzna (U), entropia (S), energia
swobodna (F') i potencjal chemiczny (u) sa wielkoSciami pochodnymi. Zaktada
sie, ze w stanie réwnowagi termodynamicznej wielkosci te sa rowne odpowiednim
wartosciom $rednim dla zespotu kanonicznego, obliczonymi w oparciu o prawo
rozkladu Boltzmanna. W dalszej czesci kursu bedziemy zajmowaé sie wylacznie
uktadami pozostajacymi w stanie rownowagi.

Na poczatek podane zostanie krétkie przypomnienie podstawowych pojeé
termodynamiki. Przystepny i wyczerpujacy opis tego tematu znajduje sie w
rozdziale 3 pierwszej z podanych na poczatku pozycji literaturowych.

Aby opisaé uklad uzywamy zmiennych stanu, ktérymi zwykle sg temperatura
(T), entropia (5), objetosé (V) i cisnienie (p). Hloczyny pierwszej i drugiej (T'S)
oraz trzeciej i czwartej z nich (pV') maja wymiar energii i nazywa sie je zmien-
nymi sprzezonymi. Do tego kanonicznego zestawu nalezy jeszcze dodaé liczbe

101
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czastek (V) lub ilo$é moli (n) albo, w przypadku uktadéw wieloskladnikowych,
liczby czy tez iloSci moli poszczegdlnych rodzajow czastek. W dalszej czesci
kursu przekonamy sie, ze zmiennymi stanu moga by¢ tez energia (E) i potencjat
chemiczny (u).

7 podanego zestawu zmiennych nieoczywista jest jedynie entropia. Zostala
ona wprowadzona przez von Clausiusa jako ,,zawarto$é transformacji” ( Verwal-
tungsinhalt), co w jezyku starogreckim brzmialoby evrpont) (czytaj: entrope).
Jej elementarna definicja jest elementarny przyrost ciepta podzielony przez tem-
perature pod warunkiem, ze przemiana jest przemiana odwracalna,.

odwr DQ
ds = 2k — — %
T T

Doktadne rozwazania na temat entropii mozna znalezé w pierwszej z poda-
nych pozycji literaturowych.

Rodzaj ukladu okreslaja zmienne stanu, ktére go kontroluja. W chemii fi-
zycznej rozréznialiSmy gléwnie uklady pozostajace w stalej objetosei (uktady izo-
choryczne) i pod stalym cignieniem (uklady izobaryczne). Dodatkowo okreslona
byla temperatura, co daje uklad odpowiednio izotermiczno-izochoryczny i
izotermiczno-izobaryczny. Innym rodzajem ukladu jest uklad adiabatyczny,
ktory jest kompletnie izolowany od otoczenia, czyli pozostaje w stalej objetosci
i posiada stala energie. Ta klasyfikacja w przyblizeniu przenosi sie na uklady
rozpatrywane w mechanice statystycznej; w szczegélnosci uklad izotermiczno-
izochoryczny odpowiada zespotowi kanonicznemu. Zestawienie zespoléw staty-
stycznych jest podane w ponizszej tabeli.

Rodzaj zespotu Uktad fizyczny Zmienne stanu
Mikrokanoniczny Adiabatyczny N,V FE
Kanoniczny Izotermiczno-izochoryczny | N, V, T
Izotermiczno-izobaryczny N,p, T
Wielki zespét kanoniczny ‘ Uklad otwarty w, V., T

Zmienne stanu danego ukladu sa zmiennymi, przy pomocy ktorych sa
okreslone funkcje stanu. Funkcjami stanu sa energia wewnetrzna (U, ktéra
oznacza sie réwniez przez F), entalpia (H ), energia swobodna (F') oraz entalpia
swobodna, zwana w literaturze anglosaskiej prawie wylacznie energia swobodna
Gibbsa (G). Dwie ostatnie wielkosci sa réwniez okreslane mianem potencjatéw
termodynamicznych. Entropia moze by¢ traktowana albo jako zmienna albo
jako funkcja stanu. Zwiazki miedzy nimi podaja ponizsze réwnania.

H=U+pV
F=U-TS
G=H-TS

Bardzo waznymi zwiazkami sa zaleznosci miedzy pochodnymi funkcji stanu
a zmiennymi stanu. Dla kazdej funkcji stanu mozna wybraé pare zmiennych
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naturalnych, tj. takich ze, w stanie réwnowagi termodynamicznej, pierwsze
pochodne wzgledem tych zmiennych sa innymi zmiennymi stanu. Dla energii
wewnetrznej zmiennymi naturalnymi sa objeto$c¢ i entropia, dla entalpii ci$nienie
i entropia, dla energii swobodnej objetos¢ i temperatura a dla entalpii swobodnej
ci$nienie i temperatura. Zaleznosci te maja postac:

ou ou
5 =1 (55) =-»
oS )y v /g
oOH 0H
() v ().
95 ), op )¢
oF oF
il = -5, il =—p
or /., ov ),
oG oG
() ()
ory, op )

Powyzsze reguly mozna zapamietaé korzystajac z kwadratu Guggenheima, w
narozach ktérego sa zmienne stanu a posrodku wklestych bokéw funkcje stanu,
dla ktérych sasiadujace zmienne sa zmiennymi naturalnymi. Kwadrat ten jest
wiec formalnie ,,.kwadratem krzywoliniowym”. Idac w kierunku zmiennej, otrzy-
mujemy pochodna po przeciwnej stronie przekatnej kwadratu. Jezeli zmienna

bedaca pochodna znajduje sie na gérze to znak pochodnej jest ujemny, w prze-
ciwnym przypadku dodatni.

S\H/p

Diagram jest latwy do zapamietania jako zdanie: Vicekonsul Urugwaju
Stary Hrabia Pafnucy Gryzt Twarde Fistaszki. Na szczescie $miech w na-
uce jest dopuszczalny a nie jest traktowany jako crimen laesae maiestatis. Nie
wydaje sie rowniez, zeby jakis Urugwajczyk poczul sie tym tekstem obrazony.

Energia wewnetrzna i cidnienie sa prostymi érednimi wzgledem zespotu ka-
nonicznego. Uwzgledniajac degeneracje, dla zespotu kanonicznego dostajemy:
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Z e
E g gi€; eXp < /{jBT>
Z

ael €
Q Z gz (_kBT)

gdzie ¢; jest energia i-tego stanu, g; jest jego degeneracja a () jest suma staty-
styczna zespotu kanonicznego; dla zespotu kanonicznego jest ona funkcja liczby
czastek, temperatury i objetosci.

Q=Q(N,V,T) Zgwxp( A T>

Jak pokazano na wykladzie, wielkosci te mozna wyrazi¢ poprzez pochodne
sumy statystycznej, wzgledem odpowiednio temperatury i objetosci. Podobnie,
przez sume statystyczna wyraza sie energia swobodna, entropia i potencjal che-
miczny, co pokazuje ponizsze zestawienie.

U = kpT? (61nQ>
T Jnv

F=—kgThQ

AN dlnQ
"(aN)V kBT(aN )MT

Wielkos¢ In @ nazywa sie funkcja charakterystyczna zespolu kanonicznego.
Jak pokazuja powyzsze rownania, znajomos¢ jej zaleznosci od liczby czastek,
temperatury i objetosci umozliwia obliczenie funkcji stanu oraz zmiennych stanu
zaleznych od temperatury i objetosci. Nalezy réwniez zwréci¢ uwage, ze jezeli
operujemy wielkosciami w przeliczeniu na 1 mol czastek, stala Boltzmanna (kp)
zastepujemy przez stala gazowa (R) a liczbe czastek zastepujemy przez liczbe
moli (n).

7.2 Przyklady
Przykiad 1

Wykazaé, ze w w danej temperaturze cieplo wlasciwe (pojemnosé cieplna) w
stalej objetosci (Cy) jednorodnego gazu jest niezalezne od jego objetosci.
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Rozwiazanie: W celu wykazania, ze pojemnos¢ cieplna jest niezalezne od
jego objetosci, nalezy udowodnié, ze

oC
(mJT—O

W przypadku rozwiazywania tego typu zadan ogoélna strategia polega na
sprowadzenia rozwiazania zadania do poszukiwania odpowiedniej zaleznosci
miedzy funkcjami stanu i zmiennymi stanu. Mozna wyjs¢ wprost z definicji
pojemnosci cieplnej jako pochodnej energii wewnetrznej wzgledem temperatury
oraz z podanego na wykladzie wzoru na pochodna energii wewnentrzej wzgledem
objetosci jednak prostszym sposobem uzyskania pochodnej pojemnosci cieplnej
wzgledem objetosci bedzie skorzystanie z jej zwiazku z entropia. Z definicji
entropii mamy

=T

skad wprost wynika, ze pochodna entropii wzledem temperatury jest réwna
pojemnosci cieplnej podzielonej przez temperature.

(85 > _ Cy
oT ), T
a zatem aby wykazaé, ze pojemnos¢ cieplna gazu jest niezalezna od objetosci

nalezy wykazaé, ze pochodna entropii gazu wzgledem objetosci jest réwna zeru.
Korzystajac z kwadratu Guggenheima dostajemy

oOF

(mJVS
oFN
o).~ 7

Obliczajac drugie pochodne mieszane energii swobodnej wzgledem tempera-
tury i objetosci z obu rownan otrzymujemy

?r (05
ovor — \ov ),
0*F _ (9
orov — \oT ),
Poniewaz zgodnie z twierdzeniem Schwartza te pochodne musza by¢ sobie

réwne, dostajemy zwiazek pomiedzy pochodna entropii wzgledem objetosci a
pochodng ci$nienia wzgledem temperatury zwany formula Maxwella.

(@), = (),

dr
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Stad

()= rlav Go) ], -7 lor ()., -7 (32),

Nastepnie rézniczkujac dwukrotnie wzgledem temperatury obie strony réwnania
van der Waalsa, ktore jest ogélnym réwnaniem stanu gazu wiazacym cisnienie,
temperature i objeto$¢ gazu

aN? vV
(r+ 5 ) (3 0) =t

w ktérym parametry a i b sa stalymi charakterystycznymi dla danego gazu

dostajemy
82
o1z /.,

a0v\
<6V>T‘0

co bylo do udowodnienia. Nalezy zwroci¢ uwage, ze zostalo tutaj uzyte ogélne
réwnanie stanu gazu (zwiazek miedzy jego parametrami stanu) a nie specyficzne
wyrazenie na energie gazu, ktére jest zalezne od przyjetego modelu (np. ze gaz
jest gazem doskonatym).

a zatem

Przyklad 2

Dany jest uklad, ktéry sklada sie z trzech stanéw o wartosciach energii oraz
degeneracjach tych stanéw podanych w ponizszej tabeli. Obliczy¢ sume staty-
styczna, energie swobodna oraz $rednia energie uktadu w T=298 K.

Numer stanu | Energia [kcal/mol] | Degeneracja (g)
1 0,0 1
2 1,0 3
3 3,0 )

W pierwszym kroku policzona zostanie suma statystyczna, ktéra jest niezbedna
do wykonania dalszych obliczeni. Wyraza sie ona nastepujaco.

3 .
Q= ;gi €Xp (—%)

. 0x4184 \ Ix41sd 3 x 4184
P\ 7R, 3145 x 298 P\ 7R, 3145 x 298 P\ 78,3145 x 298

@ =1+0,5543 +0,0315 = 1, 5858
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Korzystajac z obliczonej sumy statystycznej mozemy przystapi¢ do obliczenia
pozostalych wielkosci: energii swobodnej oraz energii wewnetrznej tego uktadu.

F=—-RTIn@Q = —8,3145 x 298 x In1,5858 = —1142, 44 J/mol = —0, 27 kecal /mol
1 3 €;

1 0 x 4184 1 x 4184
1 x0 X exp —— | + 3 x 1 xexp —_—

1,5858 8,3145 x 298 8,3145 x 298
3 3 x 4184
X —_—_ =
P\ 7R,3145 x 298
0+ 0,5543 +0,0945  0,6488

= = 0,41 kcal/mol
1,5858 1,5858

Przyklad 3

Suma statystyczna gazu doskonalego skltadajacego sie z N atoméw o masie m
kazdy i zamknietego w naczyniu sprzezonym z termstatem w przyblizeniu wy-
sokotemperaturowym wyraza si¢ ponizszym wzorem.

3N
1 2rmkpT \ 2 N
C=w (m) v

Obliczy¢ energie swobodna, energie wewnetrzna, ciSnienie oraz potencjal che-
miczny tego gazu.

Rozwiazanie: Najpierw przyblizamy silnie wzorem Stirlinga:
N
N~ NVeN Z (N
e
Wtedy suma statystyczna wyraza sie nastepujacym wzorem:
N (9rmkpT\ %
e m™m
o~ ()" (=) v
N h?

Logarytm naturalny sumy statystycznej (funkcja charakterystyczna ze-
wspotu kanonicznego), z ktérego mozna obliczyé wielkosci termodynamiczne
(patrz ,,Wstep Teoretyczny”) wyraza sie nastepujacym wzorem, w ktérym od-
dzielnie pogrupowano wielkoéci stale a oddzielnie zmienne stanu.
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3N
N 2
In@Q =1In (%) +1In (W) +In VN =

N 2mmkgT
N1n<;)+32ln<7r7223>+i\71nv

N Bln (QWZ;]{B> —|—1—|-lnT+an—lnN]

Majac uporzadkowane wyrazenie na logarytm sumy statystycznej, mozemy
przystapi¢ do wyprowadzania poszczegdlnych wielkosci. W pierwszym kroku
wyprowadzimy wyrazenie na energie swobodna.

3 (27rmk3

F=—-kgTInQ =—kpTN BIHT—F §ln B )+1+an—lnN

3

2mmkp
12

N
) +1+3lnT} —i—Nk;BTan

Energie wewnetrznag uzyskujemy obliczajac pochodna funkcji charaktery-
stycznej wzgledem temperatury:

olnQ d 3 3N 3
_ 2 2 bl — 2 — =
FE = kBT ( ) > = kBT (6 2.N'IIIT) kBT B) 2N/€BT

Nastepna wielkoscia, jaka zostanie wyprowadzona bedzie cisnienie.

0= kpT (311162)

ov

0
=kpT | N1
p=kp (3V nV)

N
pV = NkgT

Jezeli zauwazymy, ze N = nN4 a kg = R/Ny, gdzie n jest liczba moli gazu,
to réwnanie przechodzi w znana postaé¢ réwnania stanu gazu doskonalego, czyli
réwnania Clapeyrona.

pV =nRT

Ostatnia wielkoscia jaka pozostala jest potencjal chemiczny.
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oF 0 3. 2mmkp 3 0

2mmk
= —kpT <21n< WZ; B) +1+ ZlnT) + NkgTIn N +kgT(InN +1)] —kgTInV

N
+ kT In —

3 2mmkpT
\%

2kBT1n( h2

Jezeli zdefiniujemy standardowy potencjal chemiczny jako

ILLO(T) — _ngTln <W>

12
a stezenie gazu (wyrazone w liczbie czastek gazu na jednostke objetosci jako

N
C==
V

to powyzszy wzér przechodzi w dobrze znane z chemii fizycznej wyrazenie na
zalezno$¢ potencjatu chemicznego jednorodnego gazu doskonalego lub jedno-
rodnego roztworu doskonalego od stezenia z ta rdéznica, ze wystepuje w nim
stala Boltzmanna zamiast stalej gazowej. Klasyczne wyrazenie mozna uzyskaé
rérniczkuja energie swobodna wzgledem liczby moli gazu n a nie liczby jego
czastek N.

pw=p’(T)+kgTInC

7.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczy¢ prace odwracalng wykonana przez gaz doskonaly w temperaturze T,
gdy zwieksza on swoja objetos¢ z Vi do V.

(a) Udowodnié, ze wykonana w tych warunkach praca jest réwna zmianie ener-
gii swobodnej gazu.

(b) Okresli¢ zmiane energii wewnetrznej gazu.

Odpowiedz:

W =AF =—-nRTIn E
Wi

Energia wewnetrzna gazu pozostanie stata.
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Zadanie 2

Pewien uklad ma dwa poziomy energetyczne o energiach 0 i € > 0. Wyprowa-
dzi¢ wzory na energie swobodng oraz $rednia energie tego ukltadu w zaleznosci
od temperatury zredukowanej T* = RT/e. Nastepnie zmodyfikowaé powyzsze
wzory zakladajac, ze poziom wzbudzony posiada degeneracje g > 1. Do jakiej
wartosci bedzie dazyla energia ukltadu w wysokich temperaturach, jezeli g stanie
sie bardzo duze?

To zadanie odpowiada wyprowadzeniu modelu dwustanowego w zaleznosci po-
jemnosdci cieplnej od temperatury dla przejécia fazowego od biatka natywnego
do zdenaturowanego (N.V. Prahbu, K.A. Sharp, Annu. Rev. Phys. Chem.,
2005, 56, 521-548)

Zadanie 3

Réznica energii pomiedzy niskospinowym kompleksem Fe(II)tpys, gdzie tpy
oznacza czasteczke tripirydylu (n; degeneracja g = 1) a kompleksem wysokospi-
nowym (w; degeneracja g = 5) wynosi Ae = ¢, — €, = 5,8 kcal/mol. Obliczyé¢
wktady do energii wewnetrznej, energii swobodnej oraz entropii tego uktadu w
temperaturze t = 90°C, pochodzace od przejécia miedzy kompleksem wysoko- i
niskospinowym.

Odpowiedz: FE = 39,03 J/mol, F = —4,86 J/mol, S = 0,1209 J/(molxK).

Zadanie 4

Suma statystyczna pewnego uktadu N czastek w temperaturze T i posiadajacego
objetos¢ V wyraza sie nastepujacym wzorem, w ktérym B jest pewna stala.

0o (1)

Wyprowadzi¢ wyrazenia na energie wewnetrzna, entropie i potencjat chemiczny
tego uktadu.
Odpowiedz:

5

5 5 N
§ = 5Nkp + Nkp (2 In(BT) —In 37 + 1)

N
n= —ngTln(BT) + kT In v
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Zadanie 5

Suma statystyczna uktadéw oscylatozow harmonicznych jest dana ponizszym
wzorem.

_ _hv N
1 e 2kpT
Q: N' [ _ _hv ]
Ml1—e mer

Wyprowadzi¢ wzory na energie wewnetrzng tego ukladu.

Odpowiedz:
Nhv Nhv
U= +
2 efsT —1

Zadanie 6%*

Jak wptynie dodanie stalej warto$ci A do energii kazdego stanu na energie
wewnetrzna, energie swobodna i entropie?

Odpowiedz: Energia ienergia swobodna zmienia sie o A, entropia pozostanie
bez zmian.

Zadanie T*

Obliczy¢ sume statystyczna i energie wewnetrzna ukladu oscylatoréw harmo-
nicznych o wspélnej czestosci podstawowej v wykresy tych wielkosci w funkcji
temperatury charakterystycznej oscylatora O,s. = hv/kp. Energia oscylatora
majacego czestosé podstawowa v jest dana ponizszym wzorem.

1
€n = hv <n+ 2), n=20,1,2 ..

To zadanie odpowiada wyprowadzeniu modelu oscylatora harmonicznego
zalezno$ci pojemnosci cieplnej od temperatury dla przejscia fazowego od biatka
natywnego do zdenaturowanego (N.V. Prahbu, K.A. Sharp, Annu. Rev. Phys.
Chem., 2005, 56, 521-548).
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Odpowiedz:
_ _hv e.
Q= P\ 72pT)  exp (—5%)
1—exp (—kf;l}) I —exp (_%)
B hv hv kO, kO,

+ =
2 exp(&’}) -1 2 exp (%)

-1

112



Rozdzial 8

Fluktuacje w zespotach
statystycznych i ich zwigzek
z wielkosciami
termodynamicznymi

Literatura:

1. K. Guminski, ,,Termodynamika”, rozdz. 3

2. N. A. Smirnowa, ,,Metody termodynamiki statystycznej w chemii fizycz-
nej”, rozdz. 3.9

8.1 Wstep teoretyczny

Poprzednio rozwazaliSmy wartosci srednie w zespole kanonicznym oraz ich
zwiazek z wielkosciami termodynamicznymi. Pojecie wartosci sredniej jest do-
brze ugruntowane w naukach przyrodniczych. Srednia danej wielkosci ma sens
najbardziej wiarygodnego przyblizenia jej wartosci ,,prawdziwej”, okreslonej
na podstawie powtarzania doswiadczenia, najlepiej przez niezalezne laborato-
ria. Jednak to nie wystarczy; potrzebujemy jeszcze okresli¢ wiarygodnosé danej
wielkosci, ktorej miarg jest zwykle odchylenie standardowe. Jezeli wykonamy n
pomiaréw wielkosci x, otrzymujac wartosci 1, Z2, . . ., Z, to $rednia (Z) i odchy-
lenie standardowe (o) sa odpowiednio réwne:

n n n 2
x:i;zi Oy = nilz(fm—f)Q:ﬁ n;xf— (21’,)

113
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Wartosé o, okredla $rednie odchylenie pojedynczej wartosci x od wartosci
éredniej 7. Kwadrat odchylenia standardowego o2 nazywa sie wariancjq
wielkosci . Nalezy zwrécié uwage, ze niepewno$é¢ (odchylenie standardowe)

wartosci $redniej otrzymuje sie dzielac o, przez pierwiastek z liczby pomiaréw
Oz
vn

Okazuje sie, ze wariancje lub, inaczej, fluktuacje wartosci srednich maja
rowniez znaczenie w mechanice statystycznej i sa zwiazane z wielkosciami ter-
modynamicznymi. Wariancja energii jest zwiazana z pojemnoscia cieplna a
wariancja gestosci jest zwiazana ze $cisliwoscia.

O7 —

i=1
1 & ¢ 1 OF
_ 4 2 R T & _ 200 2
=0 ;glez exp( kBT> [Q ;gtel exp( kBT> kT a7 kgTCy
L,
Cy kBT2JE
(UA)Q _ (o 2 _ kTk
N/ \p Vv
o 1OV
vV \op

8.2 Przyklady
Przyklad 1

Dany jest uklad, ktéry sklada sie z trzech stanéw o wartosciach energii oraz
degeneracjach tych stanéw podanych w ponizszej tabeli. Obliczy¢é pojemnosé
cieplna tego uktadu.

Numer stanu | Energia [kcal/mol] | Degeneracja (g)
1 0,0 1
D 1,0 3
3 3.0 5
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Rozwiazanie. Podobnie jak w analogicznym zadaniu z poprzedniego
¢wiczenia, obliczamy sume statystyczna i energie srednia.

3 .
Q= i:Zlgi €Xp (—%)

0 x 4184 1 x 4184
=lxexp|——————=|+3Xexp| /77—

8,3145 x 208 8,3145 x 298
3 x 4184
i B | 4 15=1
+5><exp< 87314“298) +0,5543 + 0,0315 = 1, 5858

3
1 €;
B=ggaew (~7r) =

RO T W A 2o
*P 783145 x 298 *P 783145 x 298

+5 X 3 X exp (3X4184>] =

1,5858

8,3145 x 298

04 0,5543 +0,0946  0,6488
1,5858 11,5858

= 0, 4092 kcal/mol

Nastepnie obliczamy $redni kwadrat energii oraz wariancje energii i w koncu
pojemnosé cieplna:

L aten () -

4 2
0+ 0,5543 + 0, 835 = 0,5283 (kcal/mol)?

1,5858
0% = F? - E° = 0,5283 — 0,4092% = 0, 3609 (kcal /mol)?
% 0, 3609

Cy = = 2,05 x 1072 kcal/(mol x K)

RT? 11,9872 x 103 x 2982

Zauwazmy, ze stala gazowa jest tutaj wyrazona w kcal/(molxK), R =
1,9872 x 1073 kecal/(molxK).

Przyklad 3

Suma statystyczna gazu doskonalego skladajacego sie z N atomow o masie m
kazdy i zamknietego w naczyniu sprzezonym z termstatem w przyblizeniu wy-
sokotemperaturowym wyraza sie ponizszym wzorem.

3N
2

1 (2nmkpT N
o= () v
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Obliczy¢ pojemnosé cieplnag oraz $cisliwosé tego gazu.

Rozwiazanie: W czasie poprzedniego ¢wiczenia wyprowadziliSmy z @) wzory
na energie gazu oraz réwnanie Clapeyrona:

E = gNkBT

pV = NkpT

Zatem:

OE 3
:7:7]\[
Cv =g7 =3 Nks
10V NkgT 1

Vop Vpr p

8.3 Zadania

Zadanie 1

Pewien uklad ma dwa poziomy energetyczne o energiach 0 i degeneracji g = 1
oraz € > 0 o degeneracji g > 1. Wyprowadzi¢ wzory na pojemnosé¢ cieplna
tego ukladu w zaleznosci od temperatury zredukowanej T* = RT/e. Pojemnosé
cieplna wyrazié¢ w jednostkach stalej gazowej (R). Narysowaé wykres pojemnosci
cieplnej w zaleznosci od temperatury zredukowanej dla g = 1 oraz g = 10.
Nastepnie wyprowadzi¢ wzory na prawdopodobienstwo znalezienia sie uktadu
na tych dwoch poziomach w zaleriosci od temperatury i poréwnaé¢ wykresy praw-
dopodobienstw z wykresami pojemnosci cieplne;j.

Odpowiedz:
L — ge?exp (—757)
RT? [1+ gexp (—75)]”

Cy wyrazona w jednostkach stalej gazowej i poprzez temperature zreduko-
wana;

o gexp (—7+)
vV — «2 1 2
T2 [1+ gexp (—7=)]

Zadanie 2

Suma statystyczna pewnego uktadu N czastek w temperaturze T i posiadajacego
objetos¢ V wyraza sie nastepujacym wzorem, w ktérym B jest pewna stala.
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Q=Bn* (ZV)N

Wyprowadzi¢ wyrazenia na pojemnos¢ cieplng tego uktadu.
Odpowiedz:

Cyv = -Nkp

Zadanie 3

Suma statystyczna uktadéw oscylatorow harmonicznych jest dana ponizszym
Wzorem.

_ _hv N
1 e ZkpT
Q= N l_hy]
"1 e EBT

Wyprowadzi¢ wzory na pojemnosé cieplna tego uktadu tego ukladu.

Odpowiedz:

Zadanie 4*

Jak wptynie dodanie stalej wartosci A do energii kazdego stanu na pojemnosé
cieplna?

Odpowiedz: Pojemnosé cieplna nie zmieni sie.



Rozdzial 9

Mechanika statystyczna
gazoOw atomowych 1 gazéw
czasteczek dwuatomowych
heterojadrowych

9.1 Wstep teoretyczny

Gazy atomowe lub czasteczkowe sa ukladami wielu czastek. W tym i nastepnych
dwdch dziatach bedziemy rozwazaé uktady jednoskladnikowe. Wéwczas, w przy-
blizeniu wysokotemperaturowym, sume statystyczna ukladu N czastek mozna
zapisa¢ nastepujacym wzorem:

I N
Q:MC]

gdzie ¢ jest wkladem do sumy statystycznej pochodzacym od jednej czastki.
Czynnik 1/N! pojawia sie poniewaz przestawienie (permutacja) identycznych
czastek daje taki sam uktad a zatem przestawienia nie sa odréznialne podobnie,
jak rozwazajac wszystkie mozliwoéci wyrzucenia kombinacji ortéow i reszek w N
rzutach liczymy tylko raz sytuacje kiedy N razy wypadnie sam orzet.

9.1.1 Gazy atomowe.

Poniewaz energia atomu jest suma energii jadrowej, elektronowej i translacyjnej,
q jest iloczynem wktadow jadrowego, elektronowego i translacyjnego.

€ijk = €t; T €cj T+ €Enk

q = Gtdeqn

N
© ©
o~
=

118
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gdzie €,6c; 1 €nr Oznaczaja odpowiednio energie itego stanu translacyjnego,
jtego stanu elektronowego oraz ktego stanu jadrowego a wielkosci g sa odpowia-
dajacymi im wkladami do sumy statystycznej. Poniewaz jadra atomowe pozo-
staja w stanie podstawowym, mozna ich energie przyja¢ za 0. Wéwczas wkiad
jadrowy do sumy statystycznej jest réwny degeneracji podstawowego poziomu
jadrowego

dn = Wno-

W przypadku stanéw elektronowych, mozemy przyjaé energie stanu podsta-
wowego za 0. Jezeli degeneracje stanu podstawowego i stanéw wzbudzonych
wynosza odpowiednio weo, Wei, ... a energie poszczegdlnych standéw wzbudzo-
nych w stosunku do stanu podstawowego oznaczymy Ae;, Aes ..., to wkiad
elektronowy do sumy statystycznej wynosi wynosi

Qe = wo + w1 exp (—A€1) + woexp (—FAe3) ...

gdzie f = 1/kgT lub 8 = 1/RT w zaleznosci od tego, czy energia jest wyrazona
w przeliczeniu na 1 atom czy na 1 mol atomow.

Prawdopodobienstwo, ze atom danego gazu znajdzie sie w itym wzbudzonym
stanie elektronowym (lub utamek molowy atoméw gazu w tym stanie wzbudzo-
nym) wynosi

Weij €XP <_ ?;%)
de
Wktad translacyjny jest w niezbyt niskich temperaturach réwny

2mmkpT )\ ?
0= ()

gdzie m jest masa atomu gazu, V' jego objetoscia a h jest stala Plancka.
Przyblizajac N! wzorem Stirlinga

N
Nla NVNe N = (N)
(&

Pei:

otrzymujemuy

3N
2

N
@=ow.vn = () " ()

Aeel A662 N N
X |Weo + We1 €XP _kBT + Wea €XP _k:BT + ... X Who

gdzie wklady oddzielone znakami mnozenia sa odpowiednio wktadem translacyj-
nym, elektronowym i jadrowym. Poniewaz spin jadrowy nie zmienia sie, zwy-
kle przyjmuje sie, ze q, = 1. Zauwazmy, ze do wkladu translacyjnego wlacza
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sie rowniez czynnik kombinatoryczny bedacy przyblizeniem Stirlinga wyrazenia
1/N.
Stad mozna latwo wyliczy¢ energie wewnetrzna i pojemnosé cieplna

A€1We €xp ( A€el> + Aeowes exp (—%) +...

3
U= iNkBT—i-N
Weo + We1 €XP ( AE“) + Weo €XP (f—ﬁ;;> + ...

3 A€1We1 exp ( Aéel) + A62w62 exp (— ﬁ;"%) —+ ...
CV = §NkB + N A A
kpT? [weo + We1 €XP ( 651) + We2 €Xp (_ k;e]%) + .. }

2
[Aelwel exp ( Aeel) + Aé€owes €xXp ( f;iﬁ) + .. }

A A 2
kpT? [weo + We1 €XP ( 5?1) + Wes €XP (—ﬁ) +.. }

Pierwszy wklad do danej wielkosci pochodzi od translacji a drugi od wzbu-
dzen elektronowych. Drugi wklad jest zaniedbywalny w przypadku atoméw
gazdw szlachetnych, bedacych ukladami zamknietopowlokowymi oraz w przy-
padku wiekszoéci innych atoméw, natomiast w przypadku gazéw atoméw o
niskich energiach wzbudzenn (tlen, fluor, itp.), wkiad ten staje sie istotuny,
szezegblnie w wyzszych temperaturach (zob. przyktad 1). Z drugiej strony
zatomizowany fluor czy tlen sa bardzo nietrwalymi ukladami.

Jezeli tylko jeden stan wzbudzony atomu ma znaczacy udzial w sumie staty-
stycznej, wzér na pojemnosé cieplna upraszcza sie do nastepujacej postaci

2 Ace
A€iWeoWe1 EXP (—ﬁ)

3
Cy==-Nkp+ N 5
kBT2 |:weo + We1 exp <_%)j|

2

9.1.2 Gazy czasteczek dwuatomowych heterojadrowych

W przypadku czasteczek dwuatomowych do wkiadéw do energii dochodzi jeszcze
wktad oscylacyjny i wktad rotacyjny, tak wiec energia czasteczki oraz wkiad
pojedynczej czasteczki do sumy statystycznej sa dane wzorami

€ijklm = €tq + €rj + €k + €el + €Enm

qd = qt9rqvQeqdn

gdzie €, €rj, €k, €l i €nm sa skladowymi energii pochodzacymi od itego
poziomu translacyjnego, jtego poziomu rotacyjnego, ktego poziomu oscylacyj-
nego, ltego poziomu elektronowego i mtego poziomu jadrowego a wielkosci g
sa odpowiednimi wkladami do sumy statystycznej. Nalezy zwrécié uwage, ze
wyodrebnienie z ¢ wkiladu jadrowego i rotacyjnego jest mozliwe jedynie dla
czasteczek niesymetrycznych, np. HCl, CO, NO. Dla czasteczek symetrycznych,
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np. Hs czy O, wklady te sa sprzezone, poniewaz symetria stanu spinowego
jader musi by¢ komplementarna do symetrii rotacyjnej funkcji falowej. Jezeli
czasteczka sktada sie z atoméw réznych izotopdw tego samego pierwiastka (np.
'H2H), jest ona czasteczka niesymetryczna.

Translacyjny wklad do sumy statystycznnej. Wklad ten jest zwiazany z
ruchem srodka masy czasteczki i jest identyczny z tym dla gazu atomowego z
tym, ze we wzorze wystepuja masa calej czasteczki (suma mas obu jej atoméw,
my + ma).

27r(m1 —+ mQ)kBT 3
qr = 72

Vv

Jadrowy i elektronowy wklad do sumy statystycznej. Jadrowa suma
statystyczna jest, podobnie jak w przypadku gazu zlozonego z atomoéw, stala.
Stany jadrowe beda istotne dla czasteczek symetrycznych.

Energia elektronowa jest liczona wzgledem czasteczki rozdzielonej na atomy
i jezeli czasteczka wystepuje tylko w podstawowym stanie elektronowym jest
rowna energii dysocjacji czasteczki ze znakiem minus a zatem wkiad elektro-
nowy do sumy statystycznej od pojedynczej czasteczki jest réwny iloczynowi
degeneracji stanu podstawowego czasteczki i czynnika boltzmannowskiego dla
czasteczki w minimum energii:

€e = €co = —Dp

D,
e = Weo €XP ij7T

Oscylacyjna suma statystyczna. FEnergia ntego stanu oscylacyjnego jest
dana wzorem

1
en:hu<n+2>, n=20,1,2,...

gdzie v jest czastoscia drgan wilasnych czasteczki, ktéra wyliczamy jak podano
w czesci 5. Stany oscylacyjne nie sa zdegenerowane a zatem oscylacyjny wkiad
do sumy statycznej jest réwny sumie szeregu geometrycznego:

e
qQ = § :ao,rn
n=0

hv
Go =P\ "opaT

hv
r = exp 7]{;371_1
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Stad

exp (_ 21?;T)
qv = oy
1 —exp (— kBT)

Jezeli zdefiniujemy charakterystyczng temperature oscylacji jako

_hy
=

to wzor na ¢, przyjmuje prostsza postac

Oy

Oy
_ e (o)
1—exp (=)
Prawdopodobienistwo znalezienia sie uktadu w n-tym stanie oscylacyjnym
jest rowne

v

Py = | o ][lp<3>}p($)

Rotacyjna suma statystyczna. Podobnie jak stany oscylacyjne, stany ro-
tacyjne sa skwantowane. Energia czasteczki na Jtym poziomie rotacyjnym jest
réwna

2
_ J(J+1)=BJ(J+1), J=0,1,2..

T Sr2
_R2
B =
8m2]
I = pd?
_ mama
Comy +me

gdzie I jest momentem bezwladnosci czasteczki, wzgledem osi prostopadtej do
osi wiazania i przechodzacej przez $rodek masy czasteczki, p jest masa zreduko-
wang czasteczki, d jest dlugoscia wiazania, B jest stalg rotacji a J jest kwantowa
liczba rotacji.

Stan rotacyjny o kwantowej liczbie rotacji J posiada degeneracje 2J + 1.
Zatem wklad rotacyjny do sumy statystycznej pochodzacy od pojedynczej
czasteczki wynosi:

= S g [ B
J=0

Dla niezbyt niskich temperatru sume mozna zastapi¢ catka, otrzymujac
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qr =

% 915

®T N 87TQI]€B

Wielkos¢ ©,. jest nazywana charakterystyczna temperatura rotacji. Sprawdze-
nie na ile doktadne jest powyzsze przyblizenie sumy statystycznej dla réznych
temperatur jest trescia zadania 6.

Jak wspomniano, powyzszy wzér mozna stosowaé jedynie dla czasteczek nie-
symetrycznych. Dla czasteczek symetrycznych nie jest mozliwe proste wydzie-
lenie wkladow jadrowego i rotacyjnego do sumy statystyczne;j.

Prawdopodobienstwo, ze czasteczka znajduje si¢ w J tym stanie rotacyjnym
jest réwne

(2J +1)exp [—
ar

FI(+1)]

J =

Calkowita suma statystyczna, Srednia energia i pojemno$¢ cieplna
gazu czasteczek dwuatomowych niesymetrycznych. Z powyzszych
rozwazan od razu wynika wzor na sume statystyczna gazu N czasteczek he-
terodwujadrowych.

3N

2(my +mo)kgT | 2 (Ve N
o= [Fmp a7 (5 ()

exp (— %52

e (-9

gdzie S 1.5 sa spinem jadrowym odpowiednio pierwszego i drugiego atomu. Po-
niewaz spiny jadrowe nie zmieniaja sie¢ zwykle, podobnie jak dla gazu atoméw,
przyjmuje sie konwencje, w ktérej g, = 1. Poszczegdlne wklady oddzielone
znakiem mnozenia sa odpowiednio wkladem translacyjnym, rotacyjnym, oscyla-
cyjnym, elektronowym i jadrowym. Jezeli zdefiniujemy

X Weo €XP ( ) (281 +1)(282 + DY

D, =D, — 1hl/
2

to wyrazenie na () przyjmie postaé
34 N N —-N
g = [Frlmitmo)kpT = (Ve (TAT Ny ep (O x
- h2 N o, AT

kip) x [(281 + 1)(28y + 1)V

Weo EXP (
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Wielkos¢ —D, ma sens najnizszej wartosci energii jaka moze osiagnaé
czasteczka i jest energia potencjalng w minimum podwyzszona o energie drgan
zerowych, %hu. Trzeci i czwarty wkitad do Q w powyzszym wzorze nie sa te-
raz czystym wkladem oscylacyjnym i elektronowym poniewaz czynnik z zerowa
czestodcia oscylacji zostal przeniesiony z wkladu oscylacyjnego do wktadu elek-
tronowego.

Roéznice pomiedzy D. i D, ilustruje ponizszy rysunek, na ktérym przedsta-
wiono eksperymentalng krzywa dysocjacji czasteczki jodu (wzieta z pracy R.D.
Verma, J. Chem. Phys., 3, 738, 1960), z zaznaczonymi warto$ciami D, i D,.
Réznica pomiedzy ich wartosciami wynosi D, — D, = 1,3 kJ/mol a zatem jest
bardzo mala w poréwnaniu z energia dysocjacji (D, ), ktéra wynosi 149 kJ/mol.

0

O
S

V(d) [kJ/mol]

—_
=
=

Dy
DT

€

d[A]

Energia wewnetrzna oraz pojemnosé cieplna sa dane wzorami

Nhv Nhv

5
U: *NkBT"‘ + _NDe
2 2 exp(k};”T) -1
N N v
Nk — N ND, = ONkpT 4 ’;#@ — ND,
2 exp(k’;‘}) -1 2 exp (T”) -1

hv
h 2 exp (—)
Cy = 2Nk + Nk [~ el) =
2 kT h 1
e () - 1]
2 Oy
gNkB + Nk <9T> %
[exp (%) —1]
W powyzszych wzorach wkiady ngT i ng odpowiednio do energii i po-
jemnosci cieplnej powstaly ze zsumowania odpowiednio %kBT i %kBT lub %kB
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i %kB, ktére odpowiadaja odpowiednio wkitadom translacyjnym i rotacyjnym.
Taki rozktad jest konsekwencja zasady ekwipartycji energii, poniewaz czasteczka
liniowa posiada 3 translacyjne i 2 rotacyjne stopnie swobody a na kazdy stopient
swobody przypada wkiad %kBT energii lub %kB do pojemnosci cieplnej.

9.2 Przyklady

Przyklad 1

Energia wzbudzenia atomu fluoru wynosi Ae = 0,05 eV (1 eV = 96490,5 J/mol
= 23,06 kcal/mol) a degeneracje stanu podstawowego (*Ps/5) i wzbudzonego
(2P1/2) wynosza, odpowiednio w, = 4 i w; = 2. Jaki ulamek atoméw fluoru
znajduje sie w pierwszym elektronowym stanie wzbudzonym w temperaturze
T =298 K a jaki w temperaturze T' = 400 K?

Rozwiazanie. Przeliczamy energie wzbudzenia na J/mol, otrzymujac 0,05 x
96590, 5 = 4830 J/mol. Nastepnie obliczamy ¢.; i prawdopodobieristwa przeby-
wania w stanie wzbudzonym (réwny liczbowo utamkom wzbudzonych atoméw
fluoru) dla obu temperatur. Poniewaz energie sa dane w J/mol, uzywamy stalej
gazowej (R).

Dla temperatury 7' = 298 K:

4830
=442 ———— | =442 14235 = 4,284
el + exp( 8,3145><298) +2x0, 35 , 2847
0, 2847
1= 1,2847 =0,066 =6,6 %
Dla temperatury 7" = 400 K:
4830
el = 4+2€Xp (—w> = 4+2 X 072340 = 4,4680
0, 4680
] = 1, 4630 =0,1056=10,5%

Przyklad 2

Obliczy¢ energie wewnetrzng i pojemno$¢ cieplna w stalej objetosci 1 mola gazu
atomow fluoru oraz bezwzgledne i wzgledne wkilady translacyjne i elektronowe
do tych wielkosci w temperaturze T' = 400 K. Wartos¢ energii wzbudzenia oraz
degeneracje stanu podstawowego i stanu wzbudzonego sa podane w przykladzie
1.
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Rozwiazanie. Wkiad translacyjny do energii i pojemnosci cieplnej wyraza sie
jak dla gazu doskonalego. Dla 1 mola mamy

3 3
U = §nRT: 3 x 1% 8,3145 x 400 = 4989 J

Cyy = gnR: ; x 1 x 8,3145 = 12,47 J/K

Do obliczenia wktadu elektronowego do energii wewnetrznej wykorzystujemy
wyniki z drugiej czesdci przykladu 1.

Aeiwy exp (—53) . 4830 x 2 x 0, 2340
e - 4, 4680
Poniewaz fluor ma tylko jeden stan wzbudzony o wzglednie niskiej energii,
mozemy do obliczenia pojemno$ci cieplnej wykorzystaé¢ wzér podany w czesci
teoretycznej dla tego wlasnie przypadku.

=506 J

U.=n

Ae2wowy exp (—A“) 48302 x 4 x 2 x 0, 2340
Cy. = BT/ — ’ =1,64 J/K
Ve =" RT22 X 33145 x 4002 < 4, 46802~ 047/

Catkowita energia i pojemnosé cieplna wynosza odpowiednio

U =Uy; + U, = 4989 + 506 = 5495 J = 1,31 kcal
Cy = Cyy + Cye = 12,474 1,64 = 14,11 J/K = 3,37 cal/K

Udzial wkladu elektronowego w energii wewnetrznej wynosi 506/5495 =
9,2 % a udzial wkladu elektronowego w pojemnosci cieplnej wynosi 1,64/14,11
= 11,6 %.

Przykilad 3

Obliczy¢ czestos¢ drgan normalnych, moment bezwladnosci oraz charaktery-
styczne temperatury rotacji i oscylacji dla czasteczki 'H3°Cl. Dlugoéé wigzania
H-Cl wynosi 1,29 A a stala silowa tego wiazania wynosi 490 N/m.

W pierwszym kroku obliczamy czestosé drgan normalnych (oraz niezbedna do
tych obliczent mase zredukowana) w podobny sposéb, w jaki to bylo liczone w
zadaniach z tematu 5.

mp Xmg 1x35 35 —27
_ - — 22— 10,9722 g/mol = 1,6145 x 1027 k
W= o tm, 1435 36 00722 8/mol=1,6145 8

1k 1 490
2\l 2x3,14159\ 1,6145 x 1027

=8,7680 x 10" 1/s

v
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W kolejnym kroku obliczamy moment bezwladnosci. Do tego celu wyrazamy
jednostke dtugosci wiazania H-Cl w metrach.

I =pd® =1,6145 x 10727 x (1,29 x 10—10)2 = 12,6867 x 107*7 kg x m?

Ostatnimi wielkosciami do policzenia w tym zadaniu sa charakterystyczne tem-
peratury oscylacji i rotacji. Wyrazaja sie one nastepujacymi wzorami.

hv 6,63 x 1073 x 8,7680 x 10?

kg 1,38 x 10—23

o _ M (6,63 x 10-34)
" 8n2lkp 8 x 3,141592 x 2,6867 x 1047 x 1,38 x 1023

0, = =4212,4 K

=15K

Przyktad 4

Obliczy¢ prawdopodobniefistwo znalezienia sie czasteczki 'H3°Cl w temperatu-
rze T=298 K:

1. Na pierwszym wzbudzonym poziomie oscylacyjnym (n = 1),
2. Na wszystkich wzbudzonych poziomach oscylacyjnym (n > 0),

3. Na pierwszym wzbudzonym poziomie rotacyjnym (o liczbie kwantowej J =
1),

4. Na wszystkich wzbudzonych poziomach rotacyjnych (J > 0).

Do wykonania obliczen w tym przyktadzie wykorzystamy obliczone w po-
przednim przykladzie charakterystyczne temperatury oscylacji i rotacji dla
czasteczki TH3?Cl. O, = 4227 K, O, = 15 K. Prawdopodobienstwo znale-
zienia czasteczki na pierwszym poziomie oscylacyjnym wyrazaja sie ponizszymi
wzorami (zob. tez wyprowadzenie w czesci teoretycznej).

exp [(—<) (n + 3)]
Qosc

exp (=)

1—eXp( ﬂ)

b o [((()(): Dl o (o) oo (%)

1 x 4227 4227
P =exp —X> [1 — exp <—)] 7x 1077

P, =

QOSC -

298 298
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Aby obliczyé¢ prawdopodobienistwo znalezienia czasteczki na wszystkich wzbu-
dzonych poziomach oscylacyjncyh wystarczy wykorzystaé zaleznosé, iz wartosé
tego prawdopodobienistwa bedzie rowna oscylacyjnej sumie statystycznej po-
mniejszonej o prawdopodobienistwo znalezienia czasteczki na podstawowym po-
ziomie oscylacyjnym (n = 0).

Prso=1—FPy=1—exp (—O XT®V> {1 — exp (—%)} = exp (—%)

= exp (4227) =7x107"

298

Przy okazji otrzymalismy uzyteczny i prosty wzor na prawdopodobienstwo
znalezienia sie uktadu w ktérymkolwiek ze wzbudzonych stanéw oscylacyjnych.
Wktad ten jest réwny czynnikowi boltzmannowskiemu obliczonemu dla kwantu
energii odpowiadajacemu czestosci drgan czateczki.

Prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki na pierwszym poziomie rotacyj-
nym oraz rotacyjna suma statystyczna wyrazaja sie ponizszymi wzorami.

exp [(—et) (J+1) J] (2] + 1)

P; = .
rot
T 298
rot & = —- = 1978667
q ' erot 15
P = oxp [(—gg5) A+ D1 (2x1+1) _ 2,727 0.14
19, 8667 19,8667

Prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki na wszystkich wzbudzonych po-
ziomach rotacyjnych mozna obliczyé w analogiczny sposéb, jak prawdopodo-
bienistwo znalezienia czasteczki na wszystkich wzbudzonych poziomach oscyla-
cyjncyh, z ta réznica, ze w nastepnym kroku obliczymy prawdopodobienstwo
znalezienia czasteczki na podstawowym poziomie rotacyjnym (J=0).

€]
exp [_TTO(O—’—I)] O, T -0,
P =1-FP=1—-(2 1 ~l—— =
J>0 0 ( XO+ ) qr T T
298 — 15
P =—F =0,9
J>0 208 )

Przy okazji otrzymaliscy prosty wzor na prawdopodobienstwo znalezienia sie
ukladu w ktérymkolwiek wzbudzonym stanie rotacyjnym. Wzor ten jest stuszny
jedynie dla przyblizenia wysokotemperaturowego (T >> 0,.).
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9.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczy¢ utamki atomoéw litu w pierwszym i drugim stanie wzbudzonym w tem-
peraturze wrzenia tego metalu ¢ = 1330°C). Degeneracja stanu podstawowego
atomu litu wynosi w, = 2 (term 25, /2) a degeneracje i energie pierwszego i dru-
giego stanu wzbudzonego wynosza odpowiednio wy = 2, Ae; = 1,85 eV (term
2P1/2), wo =4, Aes = 1,85 eV (term 2P3/2).

Odpowied?: z, =P, =1,5x107% 29 =P, =3,0x 1076,

Zadanie 2

Obliczy¢ energie i pojemnosé cieplng w stalej objetosci 1 mola atomowej cyny w
fazie gazowe] w temperaturze T' = 2000 K oraz bezwzgledny i wzgledny wktad
elektronowy do tych wielkosci. Degeneracja poziomu podstawowego wynosi
wo = 1 (term 3P,), degeneracja i wzgledna energia pierwszego stanu wzbu-
dzonego wynosi w; = 3, Ae; = 20,2 kcal/mol (term 3D;) a energie wyzszych
stanéw wzbudzonych sa na tyle wysokie, ze stany te mozna zaniedba¢ w sumie
statystycznej.

Odpowiedz: U = 26,488 kJ, U, = 1,544 kJ (59 %); Cy = 16,32 J/K,
Cve=3,85J/K (23,5 %).

Zadanie 3

Obliczy¢ czestosci drgan normalnych, momenty bezwladnosci oraz charaktery-
styczne temperatury rotacji i oscylacji nastepujacych czasteczek:

1. "H?H (dgn = 0,74 A, k = 550 N/m),
2. N60 (dno = 1,15 A, k = 1570 N/m),
3. 3CPCl (doicr = 1,99 A, k = 320 N/m).

Odpowiedz:

1. vigeg = 1,1218 x 1014 1/S7 Ligzg = 6,0624 x 10*48kg x m2’ @LH2H _
5386,4 K, ©. 7' = 665 K;

2. vno = 5,6634 x 1013 1/s, Ino = 1,6398 x 10746 kgxm?, ON© = 2719,3
K, ONO =2 45 K;

3. VasciTcl = 1,6474 ><3}01337 1/s, Isscirer = 1,1828 x 107%kg x m?,
0, =1791,0K, ©, " C = 0,34 K.
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Zadanie 4

Nie prowadzac zadnych obliczen uszeregowaé nastepujace temperatury oscyla-
cyjne 1 rotacyjne:

Of2, O, 612, OC!, OHC, QHOL
sndge  OCI12 HCI H cl HCI H
Odpowiedz: O;° < 0% < 0;2 <02 <O < 0,2

Zadanie 5

Korzystajac z wartosci charakterystycznych temperatur oscylacji i rotacji
czasteczki 3°CI37Cl obliczonych w zadaniu 3, obliczyé¢ prawdopodobnienstwo
znalezienia sie tej czasteczki w temperaturze T = 404 K:

1. Na pierwszym wzbudzonym poziomie oscylacyjnym (n = 1),
2. Na wszystkich wzbudzonych poziomach oscylacyjnym (n > 0),

3. Na pierwszym wzbudzonym poziomie rotacyjnym (o liczbie kwantowej J =
1),

4. Na wszystkich wzbudzonych poziomach rotacyjnych (J > 0).

Odpowiedz:
1. P(n=1)=0,12;
2. P(n>0)=0,14;
3. P(J=1)=0,0025;
4. P(J > 0) =0,9992

Zadanie 6*

Obliczy¢ z definicji sume statystyczna po stanach rotacyjnych HCI dla tempe-
ratury:

1. T=6,,
2. T =20,,

3. T =100, (temperatura wysoka).

Jako kryterium zakonczenia sumowania wyrazéw przyjacé, ze kolejny wklad do
sumy jest mniejszy niz 0,0001. Obliczone sumy poréwnac z wartosciami z przy-
blizenia wysokotemperaturowego ¢ = T/0,..
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Odpowiedz:
1. T=0,, q. = 1,42 (z wzoru przyblizonego ¢, ~ 1);
2. T =20,, ¢, = 2,37 (z wzoru przyblizonego ¢, = 2);

3. T =100,, ¢q. = 10,34 (z wzoru przyblizonego ¢, ~ 10).



Rozdzial 10

Mechanika statystyczna
gazoOw czasteczek
dwuatomowych
homojadrowych oraz gazow
czasteczek wieloatomowych.
Obliczanie efektow
energetycznych reakc
chemicznych w fazie
gazZowWe]j

i

10.1 Wstep teoretyczny

10.1.1 Czasteczki homodwujadrowe

W poprzedniej czesci rozwazaliSmy czasteczki dwuatomowe niesymetryczne, tj.
utworzone albo z atoméw réznych pierwiastkéw (np. HCI) albo réznych izo-
topéw tego samego pierwiastka (np. 'H2?H). Jak w kazdym innym przypadku,
punktem wyjscia do teoretycznego badania wltasciwosci gazéw czasteczkowych
jest obliczenie sumy statystycznej. Jezeli czasteczki oddzialuja ze soba stabo,
energia ukladu jest suma energii poszczegdlnych czasteczek a energie kazej
czateczki mozna przedstawi¢ w postaci sumy sktadowych:

132
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€ijkim = €t; T €rj + €Evg + €l + €nm

gdzie €y, €rj, €uk, €el 1 €nm sa skladowymi energii pochodzacymi od itego po-
ziomu translacyjnego, jtego poziomu rotacyjnego, ktego poziomu oscylacyjnego,
ltego poziomu elektronowego i mtego poziomu jadrowego.

Jak pokazano w poprzedniej czesci, suma statystyczna ukladu N nieod-
dziatlujacych czasteczek (Q) w przyblizeniu wysokotemperaturowym moze byé
wyrazone poprzez sumy po stanach jednej czasteczki (q).

1 N
Q= ﬁq
- _ Cigklm

W przypadku czasteczek heterodwujadrowch suma po stanach translacyj-
nych, rotacyjnych, oscylacyjnych, elektronowych i jadrowych wyrazala sie jako
iloczyn sum po poszczegdlnych rodzajach stanéw i mozna bylo napisaé¢

q = qtqrqvGedn

gdzie poszczegdlne czynniki sa odpowiednio translacyjna, rotacyjna, oscylacyjna,
elektronowsa i jadrowa suma statystyczna czasteczki. W przypadku czasteczek
symetrycznych mozna caly czas wyodrebni¢ wszystkie sktadowe oprocz rotacyj-
nej i jadrowej.

qd = qtq9rnqv9e

gdzie ¢, jest wkladem rotacyjno-jadrowym. Ta réznica jest spowodowana sy-
metria czasteczek homodwujadrowych ktéra powoduje, ze w sumowaniu dopusz-
czalne sa tylko te stany, gdzie symetria calkowitej funkcji falowej jest zgodna
z charakterem atoméw tworzacych czasteczke. Jezeli jadra atomowe maja
spin poléwkowy (np. jadra ,zwyklego” atomu wodoru, 'H), sa one fermio-
nami i catkowita funkcja falowa musi byé¢ antysymetryczna (zmieniaé znak)
po przestawieniu jader. Z kolei jezeli jadra maja spin catkowity (np. jadra
,,zwyklego” izotopu wegla 12C), ich catkowita funkcja falowa musi byé¢ syme-
tryczna wzgledem przestawienia jader. Zatem w przypadku jader o spinie
niecatkowitym catkowita funkcja falowa musi by¢ antysymetryczna a w przy-
padku jader o spinie catkowitym musi by¢ symetryczna. Oznacza to, ze dla jader
o niecatkowitym spinie parzyste liczby spinowe [ktérych dla spinu jadrowego
réwnego S jest (S + 1)(2S + 1)] musza by¢ kojarzone z nieparzystymi liczbami
rotacyjnymi (J) a nieparzyste liczby spinowe [ktérych jest S(2S + 1)] z parzy-
stymi liczbami rotacyjnymi. Z kolei dla jader o catkowitym spinie nieparzyste
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liczby spinowe [ktérych jest (S + 1)(2S + 1)] musza by¢ kojarzone z nieparzy-
stymi J a parzyste [ktérych jest S(25+1)] z parzystymi J. Zatem g, przyjmuje
postac:

J(J +1)0,
S(28+1) Z (27 + 1) exp [—T}
parzyste 1 16
(S+1)(25+1) Z (2J 4+ 1)exp [—(—;)T} S niecalkowita
niepaizyste
qrn =
J(J+1)0,
1)(2 1 2 1 -
S+1ES+1) 3 @7+ ey | TG
parzyste 7 16
S(28 +1) Z (2J + 1) exp {—(;)} S calkowita
nieparzyste

gdzie O, jest charakterystyczna temperatura rotacji czasteczki. W niezbyt ni-
skich temperaturach obsadzone sa przede wszystkim wzbudzone stany rotacyjne
a poniewaz wklady do sum po parzystych i nieparzystych J wyréwnuja sie w
miare wzrostu J, wartosci sum po parzystych i nieparzystych J sa w przyblizeniu
takie same i réwne potowie wartosci sumy po wszystkich J.

> (2J+1)exp{—‘](‘]+1)®r}~ 3 (2J+1)eXp{_J(‘]+1)®T}

7 T - T
parzyste nieparzyste
1 J(J+1)0,
3 Z (2J + 1)exp {—<—;>]
wszystkie J
Stad
1 (J+1)0,]
Grn = [S(25 +1) + (S 4 1)(25 + 1)) 5Z}:2J+1 exp[ 7 }_
, T T

gdzie g, = (25 + 1)? jest degeneracja stanu podstawowego jadra czyli jadrowa
suma statystyczna a o = 2 jest liczba symetrii czasteczki. Liczba symetrii
jest liczba nieprzywiedlnych operacji symetrii niezmieniajacych czasteczki. W
przypadku czasteczki dwuatomowej jest to albo obrét o 0° albo o 180° wokét
osi przechodzacej przez srodek czasteczki i prostopadlej do osi wigzania. Dla
symetrycznych czasteczek wieloatomowych liczba symetrii moze byé¢ duza; np.
wynosi ona 12 dla czasteczki metanu. W przyblizeniu wysokotemperaturowym
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rotacyjno-jadrowa suma statystyczna czasteczki symetrycznej wyraza sie zatem
w postaci iloczynu sumy jadrowej i sumy rotacyjnej skorygowanej o liczbe syme-
trii. Ta regula przenosi sie na symetryczne czasteczki wieloatomowe. Wielkosé
qr = %T jest skorygowana o liczbe symetrii rotacyjna suma statystyczna.

Suma statystyczna czasteczek dwujadrowych przyjmuje zatem nastepujaca
postac:

3N
2

0 - |:27T(m1 -Z;m)kBT} (?)N % (02T)N X

exp (— X ND
p( 2(T_))N><wé\éexp<k 1f>:
[1—exp (—F)] B

gt (1" ()" ()]

gdzie ©, jest charakterystyczna temperatura oscylacji, D. jest energia dyso-
cjacji czasteczki a D, = D, — %hu jest jej energia dysocjacji skorygowana o
energie drgan zerowych. We wzorze, zgodnie z przyjeta konwencja, pominieto
degeneracje stanéw spinowych jader atomowych.

Energia wewnetrzna oraz pojemnos¢ cieplna sa dane takimi samymi wzorami,
jak w przypadku czasteczek heterodwujadrowych.

U= gNkBTJr NQhV + J\ff”/ _ND.
exp (kBVT) -1
= §JWfBT+ _ N —ND, = §NkBT+ %@” — ND,
2 exp () —1 2 exp (%) — 1
N (hw)? exp (£ 2 o,
Cv = 3 Nks + (i) s = o Nks + Nk (@T> %
kpT? [exp (2) —1] [exp (F¢) — 1]

W powyzszych wzorach wklady ngT i %kB odpowiednio do energii i po-
jemnoéci cieplnej powstaly ze zsumowania odpowiednio %kBT i %RBT lub %kB
i %k B, ktore odpowiadaja odpowiednio wktadom translacyjnym i rotacyjnym, co
wynika wprost z zasady ekwipartycji (réwnego podziatu) energii ($kpT Sredniej
energii na kazdy stopnieri swobody).

10.1.2 Czasteczki wieloatomowe

W stosunku do czasteczek dwuatomowych podstawowa réznica jest wklad osty-
lacyjny, poniewaz dla n-atomowej czasteczki liniowej wystepuje 3n—5 a nielinio-
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wej 3n — 6 drgan normalnych, co pociaga za soba bardziej rozbudowany wkiad
oscylacyjny do sumy statystycznej.

o &P (_ 222%)
i=11— exXp (_ kh;%)

gdzie o = 3n — 5 dla czasteczek liniowych i o = 3n — 6 dla czasteczek nielinio-
wych.

Wklad rotacyjny w przypadku liniowych czasteczek wieloatomowych
wyglada podobnie, jak dla czasteczek dwuatomowych z tym, ze moment
bezwladnosci nalezy liczy¢ wtedy z wzoru

Qv =

gdzie m; jest masa itego atomu a x; jego polozeniem na osi czasteczki.

W przypadku czasteczek nieliniowych moment bezwladnoéci jest tensorem,
ktéry reprezentuje sie w postaci macierzy o 3 wierszach i 3 kolumnach. Poprzez
diagonalizacje tej macierzy otrzymuje sie 3 osie gléwne tensora, A, B i C oraz
zwizane z nimi 3 wartosci momentu bezwladnosci w kierunkach tych osi.

-

n 2
S r?—(z; — zem)
i=1 i

(Iz' - ICM) (yz - yCM) (Iz - ICM) (Zz - ZCM)

n

=

1

K2

n n n
I=|> (i —yem) (@i —xom) S 2 — (g — your) Yi —youm) (2i — zom)
=1 =1 =1
S (zi—zem) (@i —xem) Y (zi — zom) (Yi — Youm) 12 — (2 — zom )’
=1 =1 =1
Iy .
(Va Vs Vg) Ip (Va Vs Vg)

Ic

gdzie x;, y;, 2; sa wspdlrzednymi itego atomu, zopn, Yom 1 Zom Sa
wspohrzednymi srodka masy czasteczki, r; jest odlegloscia itego atomu od $rodka
masy, 14, Ig, Ic sa momentami bezwladnosci w kierunkach osi gléwnych A, B
iC'aVyu, Vpi Ve wyznaczaja kierunki tych osi.
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n n n
m;T; Z mqYyi Z miz
i=1 =1 =1

remMm = —— YyomMm = ———, RCM =
m

m
2 2 2
T = \/(Sci —xom)” + (Y —yom)” + (2 — zom)

gdzie m jest masa czasteczki. Osie gléwne oraz zwiazane z nimi momenty
bezwladnosci ilustruje ponizszy rysunek.

W przypadku czasteczek nieliniowych wklad rotacyjny do sumy statystycznej
(skorygowany o liczbe symetrii) jest dany wzorem

B \/7_r\/87r21AkBT\/87r2IBkBT\/87r2ICkBT_ VT T3
"= 02 E 2 o\ 046560

gdzie © 4, Op i O¢ sa charakterystycznymi temperaturami rotacji danymi wzo-
rem

871'2[)(]63
Ox =52

gdzie X oznacza A, B lub C.
Suma statystyczna gazu N czasteczek wieloatomowych jest dana wzorem
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Czasteczki liniowe:

3N

_ (2mmkpT\ 2 (Ve\" T \"
- (%) (v) ()

3N

() (%) < () AT e (-2)]}

Czasteczki nieliniowe:

[ 2mmkgT 2 ve\ N N3 N T3
o= () (F) (7)) (seer) -

3n—6 ey N
[ H €xXp ( 2T®3i)‘| X wé\g exp (JIXBDTS) =

iy L—exp (=S¢

2rmkpT\ 7 (Ve N>< ya\ " T3 .
h2 N o ©4050¢

(T (-5)]} ~eron (i)

i=1

w[Z

v|Z

gdzie m oznacza mase czasteczki.

Energie wewnetrzna i pojemnosé cieplng mozna dla obu rodzajow czasteczek
wyrazi¢ jednym wzorem, w ktérym f = 5 dla czasteczek liniowych i f = 6
dla czasteczek nieliniowych, zas o = 3n — f. Wielko$¢ f jest liczba stopni
swobody czasteczki jako caloSci; czasteczki liniowe maja k = 5 stopni swobody
(3 translacyjne i 2 rotacyjne) a czasteczki nieliniowe k& = 6 stopni swobody (3
translacyjne i 3 rotacyjne, poniewaz wystepuja tutaj 3 osie obrotu).
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Nh hy;
U:gNkBTJr YIN v _ ND,
i—1 exp (kh;’T> 1
f = h;
= kaBT+NZ—Z — ND,
2 ; hv; -1
i=1 €XpP (kBT)
Nk T+ i Oui — ND
b = exp @7:1 —1 °
f a (hzji)2 exp (kh;T)

Cy =

o Nk + NY
i=1 kgT? [exp(

hv; 2
fr) =1

f <@M)2 e ()
= =Nkp + Nkp _
2 ; T [exo (%) —1)°

Umiejac obliczaé energie gazéw atomowych i czasteczkowych mozemy obli-
czal efekty energetyczne reakcji chemicznych w fazie gazowej, co jest czescia tego
¢wiczenia. 7 kolei z sum statystycznym mozna obliczyé zmiane energii swobod-
nej, entropii, potencjalu chemicznego oraz stale réwnowag reakcji chemicznych.
To ostatnie zagadnienie bedzie trescia nastepnego ¢wiczenia.

10.2 Przyklady
Przyklad 1

Obliczy¢ energie wewnetrzna i pojemnosé cieplna, podajac wklad translacyjny,
rotacyjny i elektronowy do tych wielkosci, 1 mola gazowego jodu czasteczkowego
w temperaturze T' = 400 K. Jak istotny jest wkiad oscylacyjny do pojemnosci
cieplnej? Liczba falowa drgan czasteczki jodu wynosi 7 = 214 cm™! a skory-
gowana o energie drgan zerowych energia dysocjacji jodu wynosi D, = 35,6
kecal /mol.

Rozwiazanie: Zgodnie z rozwazaniami z czesci teoretycznej, energia n moli
gazowego jodu dana jest ponizszym wzorem, w ktérym zaznaczono poszczegdlne
wklady do energii. Trzeba pamietac, ze R = Nkp a energia dysocjacji, D, jest
przeliczona na 1 mol gazu.

translacyjny oscylacyjny

—_—— Totacy]ny elektronowy
3 RO —~
E= lRT + 7R + nR@ + v+ Tab,
exp 7 — 1

7 danych zadania obliczamy wystepujace w réwnaniu wielkosci.
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_hv har 6,626 x 1073 x 3 x 10% x 2,14 x 10*

0,=— =—" =
kg kg 1,381 x 10-23

=308,0 K
1 1
De = Do+ 3RO, = 35,6 x 4184 + 7 x 8,3145 x 308,0 = 150231 J /mol

Nastepnie obliczamy poszczegdlne sktadowe energii oraz catkowita energie.

E,=1x1,5x8,3145 x 400 = 4989 J = 5,0 kJ
E, =1 x8,3145 x 400 = 3326 J = 3,3 kJ
8,3145 x 308, 0
E. = —1 x 150231 = —150231 J = —150,1 kJ
E=FE, +E, +E, + E. = 4989 + 3326 + 3489 — 150231 =
—138427 J = —138,4 kJ = —33, 1 keal

E, =1x0,5x 8,3145 x 308,0 + = 3480 J = 3,5 kJ

Jak wida¢, wkiady translacyjny, rotacyjny i oscylacyjny w bardzo niewiel-
kim stopniu zmieniaja energie gazowego jodu w stosunku do energii wyniklej
wprost doswiadczalnie wyznaczonej energii dysocjacji 1 mola gazowego jodu
czasteczkowego, réwnej -35,6 kecal.

Podobnie postepujemy przy obliczaniu pojemnosci cieplnej.

translacyjny ) oscylacyjny
A~ rotacyjny > (@ )
3 ~ = ® ex v
Cy = ?nR + nR +nR (TV> %
(exp (5¢) — 1)

Cyve =1x1,5x 8,3145 = 12,47 J/K
Cyr=1x8,3145 = 8,31 J/K

2 308,0
Cyy =1 x 8,3145 (308’0> exp (S0 ) S =7,92 /K
4007 [exp (335%) — 1]

Cy = Cyy + Cyyp + Cypy = 12,47+ 8,31 + 7,92 = 28,70 J/K

Przyklad 2

Obliczy¢ energie wewnetrzna i pojemnosé cieplna 1 mola czterochlorku wegla
w temperaturze T' = 500 K. Wyszczegdlni¢ wklad translacyjny, rotacyjny, oscy-
lacyjny oraz elektronowy. Temperatury oscylacyjne tego zwiazku wynosza od-
powiednio ©,; = 0,2 = 310 K, ©,3 = 0,4 = 0,5 = 450 K, O, = 660 K,
0,7 = 0,8 = 0,9 = 1120 K a skorygowana o energie drgan zerowych energia
dysocjacji czasteczki na atomy wynosi D, = 308, 8 kcal/mol.
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Rozwiazanie: Procedura rozwiazywania zadania z tego przykladu jest po-
dobna do tej z przykladu pierwszego. Nalezy tylko pamieta¢, ze wkiady oscy-
lacyjne maja 9 komponentéw a wklady rotacyjne odpowiadaja obrotom wokot
trzech a nie dwoch osi. Dla jasnosci wywodu beda od razu podane poszczegdlne
sktadowe energii i pojemnoéci cieplnej. Nie zaznaczono réwniez mnozenia przez 1
mol. W obliczaniu energii oscylacyjnej najpierw zsumowano wkiady pochodzace
od drgan zerowych, poniewaz sa one uzywane réwniez w obliczeniu czystej ener-
gii dysocjacji z Ds.

3
E,=E. = fRT:1,5><873145><500:6236J:6,2 kJ

O, +R =
Z Zexp —1
(2 x 310 + 3 x 450 + 660 + 3 x 1120) +

1 4
Rx(2><30—|—3><50+

8,3145
2

exp (355) — 1 exp (355) — 1
660 1120
+3x ) = 24902 4 19021 = 43923 J = 4,4 kJ
exp (ggg) 1 exp (1510200) 1

9
R
B.=-Do~73 >0, = —308,8 x 4184 — 24902 = —1316921 J = —1316,9 kJ =

—314, 8 kcal
F=FE+FE.+FE,+ FE. =6236 + 6236 4+ 43923 — 1316921 =
—1260526 J = —1260,5 kJ = —301, 3 kcal

Wktady do pojemnosci cieplnej oraz sama pojemnosé cieplna liczymy podob-
nie.

Cyi=Cy, = R—15><83145—1247J/K

ZRZ( ) exzxp()_)l]2:

i=1

450
8,3145{2 x (‘;’018> _ o (5m) _ FPlsw) gy (ggg) %+
[eXP( 6) —1] [exp (365) — 1
(W))QGXI’(%HX (1120> exp (550) }63 33 1/K
500/ [exp (553) — 1] 500 /) [exp (420) — 1] ’

Cy =Cyi+ Cyyp + Cyy = 12,47 + 12,47 4+ 63,33 = 88,27 J/K
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Przykitad 3

Wyprowadzi¢ wyrazenie i obliczy¢ réznice energii w wyniku reakeji dysocjacji
1 mola gazowego jodu w temperaturze T' = 200°C. Energia wzbudzenia atomu
jodu wynosi 21,7 kcal/mol, zatem udzial stanéw wzbudzonych w energii atomo-
wego jodu moza w tej temperaturze zaniedbad.

Ib =21

Poda¢ wktad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny i elektronowy do tej réznicy.
Oscylacyjna temperatura charakterystyczna czasteczki jodu wynosi 0, = 308
K a wartos¢ skorygowanej o oscylacje zerowe energii dysocjacji czasteczki jodu
wynosi D, = 35,6 kcal/mol.

Rozwiazanie: Pierwszym krokiem jest zdefiniowanie réznicy energii jako
roznicy energii produktéw i substratow.

AE = E, — E, = 2E; — EJ,

W powyzszym réwnaniu Ejs jest energia 1 mola jodu czasteczkowego a Ej
energia 1 mola jodu atomowego. Aby dokonaé bilansu energii i jej sktadowych,
najlepiej jest utworzy¢ tabelke jak nizej.

E t r v e
21 | 2x %RT 0 0 0
3 M) -
I SsRT RT + po ( ) D,
3 _ _L —_ _ RO,
AFE sRT RT 5 po ( T D,
Pelne wyrazenie na réznice energii ma postac
1 RO, RO, 1 RO,
AE = —-RT — — 5 +De=SRT— ——5 =+ Do
T (g 1 T a5

Skad mozna latwo policzy¢ réznice energii i wklady do tej réznicy (T =
200 + 273 = 473 K).

8,3145 x 308
exp (95) —

1,97 — 2,79 + 148,95 = 148,1 kJ = 35, 4 keal

AE, =1,5 x 8,3145 x 473 = 5,9 kJ
AE, = —8,3145 x 473 = —3,9 kJ
14 14
AE, = 78,3 5 x 308 -~ 8,3 3E())8>< 308 41k
2 exp (m) — ].

8,3145 x 308
AE, = 35,6 x 4184 + % — 150,2 kJ = 35, 6 keal

AE = 0,5 x 8,3145 x 473 — + 35,6 x 4184 =
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10.3 Zadania

Zadanie 1

Obliczy¢ energie wewnetrzna i pojemnosé cieplna 1 mola gazowego jodowodoru
w temperaturze T = 298 K. Poda¢ wklad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny
oraz elektronowy do tych wielkosci. Charakterystyczna temperatura oscylacji
czasteczki jodowodoru wynosi 0, = 3266 K. Skorygowana o energie drgan zero-
wych energia dysocjacji jodowodoru wynosi D, = 82,4 kcal/mol.

Odpowied?: E, = 3,7kJ, E, = 2,5 kJ, E, = 13,6 kJ, E, = —358,3 kJ,
E = —338.6 kJ = -80.9 keal, Cy¢ = 12,47 J/K, Cy, = 8,31 J/K, Cy,, = 0,02
J/K.

Zadanie 2

Obliczy¢ energie wewnetrzna oraz pojemnosé cieplng 1 mola gazowej wody w
temperaturze T' = 400 K. Poda¢ wktad translacyjny, rotacyjny, oscylacyjny
oraz elektronowy do tych wielkosci. Skorygowana o energie drgan zerowych
energia dysocjacji oraz charakterystyczne temperatura oscylacji czasteczki wody
wynosza odpowiednio D20 = 219, 3 kcal /mol, 65120 = 5360 K, @51220 = 5160
K, 0729 = 2290 K.

Odpowieds: E,=E, =5,0k]J, E, =53,3kJ, E, = —970,8 kJ, E = —907,5
J = -216,9 keal, Cy¢ = Cy, = 12,47 J/K, Cy,, = 0,90 J/K, Cy = 25,84 J/K.

Zadanie 3

Wyprowadzi¢ wzér na zmiane energii w reakcji syntezy 1 mola disodu Nay z 2
moli atoméw sodu w fazie gazowej i obliczy¢ te zmiane energii w temperaturze
T = 1157 K (temperatura wrzenia sodu). Skorygowana o energie drgan zero-
wych energia dysocjacji disodu wynosi D, = 17,3 keal/mol, a charakterystyczna
temperatura oscylacji tej czasteczki wynosi ©, = 229 K.

Odpowiedz: AE = —3RT + #2« + 8 — Do; AB(1157 K) = 68,5
expiT )~
kJ = -16,4 kcal.

Zadanie 4

Wyprowadzi¢ wzér na zmiane energii w reakcji syntezy wody z 2 moli gazowego
wodoru czasteczkowego i 1 mola gazowego tlenu czasteczkowego oraz obliczy¢
te zmiane energii w temperaturze t = 1000°C. Poda¢ wklady translacyjny, ro-
tacyjny, oscylacyjny oraz elektronowy do tej energii. Skorygowane o energie
drgan zerowych energie dysocjacji poszczegolnych czasteczek oraz ich charakte-
rystyczne temperatury oscylacji wynosza odpowiednio D20 = 219, 3 kcal /mol,
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0129 = 5360 K, 029 = 5160 K, ©2° = 2290 K, D> = 103, 2 kcal/mol, ©1>
= 6215 K, D92 = 118 kcal/mol, 692 = 2256 K.

Odpowiedz: AF = —%RT+2R viore + s + .
exp(e >71 exp( v2 >71 exp( v3 >71

—R 22522 - (;Zi — (2DH:0 —2pH> — DO2); AE(1273 K) =
cxp( '% )—1 cxp(%)-l

—116, 6 kcal.

Zadanie 5

Wyprowadzi¢ wzdr na roéznice energii w wyniku zajscia reakcji wymiany izoto-

powej pomiedzy 1 molem deuteru. Udowodnié¢, ze dla niezbyt niskich i niezbyt

wysokich temperatur (okresli¢ w przyblizeniu zakres) réznica ta nie zalezy od

temperatury i obliczy¢ te réznice. Czy reakcja jest endo- czy egzotermiczna?
Hy + Dy = 2HD

Stala silowa wiazania H-H wynosi k = 5,5 x 10% dyn/cm.

Odpowiedz: AE ~ (v3—1—1/v2) ROH2/2 = 644,5 ]



Rozdzial 11

Obliczanie statych
rownowag reakcji
chemicznych w fazie
gazZowe]j

11.1 Wstep teoretyczny

W poprzednich dwéch czeéciach nauczyliSmy sie obliczaé, na podstawie wielkosci
charakteryzujaych pojedyncze atomy (widmo elektronowe) lub czasteczek (stale
sitowe wiazan), zmiane energii wewnetrznej w wyniku reakcji chemicznych.
Obecna czes¢ jest poswigcona obliczaniu stalych rownowag reakcji w fazie gazo-
wej, co jest zagadnieniem trudniejszym. W tym celu najlpierw sformalizujemy
zapis bilansu masy w reakcjach chemicznych a naststepnie sformutujemy waru-
nek réwnowagi i z niego wyprowadzimy wyrazenia na stale.

11.1.1 Postep reakcji chemicznej

Rozwazmy reakcje zachodzada wedlug réwnania
VAA+VBB 4+ ... :z/CC +vpD + ...

gdzie A, B, ..., sa substratami, C, D, ... produktami reakcji a wielkosci v sa
wspdétczynnikami stechiometrycznymi. Zmiany liczby czastek w wyniku reakcji
sa ze soba zwiazane na mocy prawa Daltona. Dlatego zmiana liczby czastek pro-
duktu lub zmiana liczby czastek substratu ze znakiem minus, podzielone przez
wspolczynniki stechiometryczne stojace przy danym produkcie lub substracie sa
sobie réwne. Te wielkos¢ nazywamy postepem reakcji i oznaczamy symbolem .

145
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AN, ANp ANe  ANp

va Vg e vp

Majac postep reakcji, mozemy obliczy¢ zmiane liczby czastek kazdego sub-
stratu lub produktu.

ANA == —)\VA
ANB = —>\I/B
ANC = >\VC
AND = AZ/D

Przyktadowo, dla reakcji
Hy + Iy = 2HI

mamy vy, = 1, v;, = 1, vgr = 2 a zatem

ATLHz = -\
An12 = -\
ATLH] =2\

11.1.2 Roéwnowaga chemiczna

Warunkiem réwnowagi jest osiagniecie przez uklad minimum potencjalu termo-
dynamicznego wlasciwego dla jego rodzaju, w tym przypadku energii swobodne;j.
Minimum zostaje osiagniete, jezeli rézniczka zupelna energii swobodnej przyj-
muje tozsamosciowo warto$¢ 0. Zatem dla ukladu zawierajacego substraty A,
B, ... iprodukty C, D, ... reakcji chemicznej

dF = (6F> dT’ + <8F) av+

arT oV
oF OF oF oF
—— | dN. — | dN ——— | dN, — | dN o=
<8NA) A+(8NB) B +<8Nc) C+(8ND> p¥
—SdT 4+ pdV 4+ uadNa + updNg + ...+ pcdNe + updNp + ... =0

gdzie px jest potencjalem chemicznym skladnika X.
Poniewaz temperatura i objeto$c sa stale, dI' =0 i dV = 0, mamy

MAdNA+quNB+—|—/J/Cch—‘r/,LDdND+:0
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Wyrazajac zmiane liczby czastek kazdego substratu i produktu przez zmiane
postepu reakcji dA dostajemy
(—I/A,uA —VBUB — ... +Vclc +VpUD + .. )d)\ =0

Poniewaz powyzsze wyrazenie musi by¢ réwne zeru dla kazdego d\, mamy

vapa +vppB + ... =vopuc +Vpip + ...

Pozostaje wyprowadzi¢ wyrazenia na potencjalty chemiczne. Potencjal che-
miczny skladnika X jest réwny

ONx

7 poprzednich czeéci pamietamy, ze w przypadku ukladéw czasteczek lub
atomow w fazie gazowej, sume statystyczna mozna wyrazi¢ nastepujaco

o= ko (28

N VN VN N
Qx(Nx, V.T) = 4o = [ ()N <7 = (¢ ()Y

Stad

0 N

yx = kaTa—N (NIng + NInV+ N —NInN)=—kgTIng + kgT1In v

Po wstawieniu powyzszego wyrazenia do wyrazenia na warunek réwnowagi

oraz przeniesienia wszystkich wyrazeni z ¢’ na lewa a wszystkich z N/V na prawa
strone dostajemy

kT (velngy +vplngp +... —valngy —vplngy —...) =
N, N, N N,
kT (Vclnvc—l—yclnVD—l—...—VAInVA—VBIHVB—...>

Dzielac obie strony powyzszego rownania przez kpT, podnoszac e do ich
potegi oraz definiujac

pPX = v
gdzie px mozna interpretowac jako gesto$¢ skltadnika X, dostajemy
O (7 a1 R
[@alalple o PR

gdzie K(T) jest wielkoscia zalezna tylko od temperatury. Jest to stala
rownowagi tej reakcji. Od stezeniowej stalej réwnowagi rézni ja tylko to, ze
zamiast stezen reagentéw wyrazonych w molach na jednoste objeto$ci mamy
gestosci wyrazone w liczbach czastek reagentéw na jednostke objetosci.
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7, powyzszego wyrazenia mozna otrzymaé¢ wyrazenia na stala stezeniowa
(K¢) i stala ci$nieniowa (K,).

Ko D) i _ CECE
(4] [a]" - - CHCg ..
K, = el o pvctvnb s PEPD
[d4]"4 B ]VB-~ PAPE -
gdzie
Cx = px/Na
x = kT px

11.2 Przyklady
Przyklad 1

Wyprowadzi¢ wzér na zaleznosé¢ cisnieniowej stalej rownowagi reakcji syntezy
disodu z atomowego sodu w fazie gazowej od temperatury i poréwnacé state
réwnowagi tej reakcji obliczone dla temperatur 7' = 900, 1000,1100 i 1200 K,
z warto$ciami zmierzonymi réwnymi odpowiednio K,(900 K) = 1,32 atm™!,
K,(1000 K) = 0,47 atm™!, K,(1100 K) = 0,21 atm™', K,(1200 K) =
0,10 atm™!, (C.T. Ewing et al., J. Chem. Phys., 71, 473, 1967).

Skorygowana o energie drgan zerowych energia dysocjacji czasteczki sodu
wynosi D, = 17, 3 kcal/mol, jej charakterystyczna temperatura oscylacji wynosi
0, = 229 K a charakterystyczna temperatura rotacji wynosi ©, = 0,221 K.
Wzbudzone elektronowe stany atomu sodu i czasteczki disodu nie sa osiagalne
termicznie w rozpatrywanym zakresie temperatur.

Rozwiazanie: Analizowana reakcja ma postaé
2Na = Nag

Jej stala cisnieniowa wyraza sie nastepujacym wzorem

PNa, QNag/V 1-2 QNag/V -1
K, = = (kgT) = —2__(kgT)
T oPRe (awa/V)? (ana/V)?
Jednostka tak zdefiniowanej stalej cignieniowej jest Pa=!. Wielkosci qna, /V
i gno/V wynosza odpowiednio

Jy — ((ZEmavesksT T [ (90 _1‘1ex DN
dNas - h2 @Nag p T p kBT

N /V* <27rmNakBT> <27rmNa/<:BT>
a - h2
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Liczba symetrii czasteczki disodu wynosi 2, poniewaz jest to czasteczka syme-
tryczna. Degeneracja podstawowego stanu elektronowego atomu sodu (w2¥®) wy-
nosi 2, poniewaz posiada on jeden niesparowany elektron. Wstawiajac powyzsze
wielkosci do wzoru na ci$nieniows stala rownowagi dostajemy

3 —1 Na
(QTI'TI’LNaszT>2 T |:e (@,J,V‘IQ) . 1} (DO 2)
T2 Na Xp T CXP\ %57
K, = 20, "2 (kpT)™! =

392
|:2 (QTrmzjngT) 2:|

3
B omi,, oo - (pye
— = Nayp-3 v )1 o
kpiole my, ST P\ ks

Wyrazamy teraz myq i myq2 W kilogramach i obliczamy DCJ,V 2 /kpg.

ool =

23
~ 1000 x 6,022 x 1023
MNay, = 2Mng = 7,6387 x 10726 kg
DNaz 17,3 x 4184
ks 8,3145

=3,8193 x 10726 kg

MNa

= 8706 K

W ostatnim réwnaniu zamiast kg wstawiliSmy R, poniewaz D, wyrazono w
przeliczeniu na 1 mol a nie na 1 czasteczke. Po wstawieniu wartosci liczbowych
wszystkich wielko$ci oprécz temperatury, wyrazenie na K, przyjmuje postac.

(6,626 x 10-34)°
= X
(2 x 3,14159)2 x (1,381 x 10-23)20,221
(7.6387 x1072%)5 o [ 229\)7' (8706 _
(3,8103 x 10-20)3 P\TT P\t )~
- 7
5,586 x 10~ % exp (%)
T3 [1—exp (—37)]

1
szgx

Powyzsze réwnanie wyraza stata w Pa~! (albo m?/N). Aby stala wyrazié w
atmosferach, trzeba wyrazenie pomnozy¢ przez wspdtczynnik przeliczeniowy z
atmosfer na paskale (albo z paskali odwrotnych na atmosfery odwrotne) réwny
101325. Wtedy dostajemy

~0,5660 exp (259)
T e ()]

p

Po wstawieniu wartosci temperatur z zadania otrzymujemy K,(900 K) =
1,48 atm™!, K,(1000 K) = 0,53 atm™!, K,(1100 K) = 0,23 atm™!,
K,(1100 K) = 0,11 atm™!, ktére dobrze sie zgadzaja z wartodciami z
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doswiadczenia. Zgodno$é¢ wartosci teoretycznych i doswiadczalnych ilustruje
ponizszy wykres, na ktérym przedstawiono teoretyczny wykres logarytmu
naturalnego stalej cisnieniowej od odwrotnosci temperatury (przemnozonej
przez 1000) (izochory van’t Hoffa), z naniesionymi krzyzykami punktami
do$wiadczalnymi. W badanych zakresie temperatur wykres jest w bardzo do-
brym przyblizeniu linia prosta. Dodatnie nachylenie prostej wskazuje, ze reakcja
jest egzotermiczna.

15 T

LI T
obliczone

experyment X

In Kp

_3 1 1 1 1 1 1 1
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 11 1.15 1.2

1000/T [1000/K]

Przyklad 2

Wyprowadzi¢ wzor na stala réwnowagi reakcji wymiany pomiedzy gazowym
wodorem czasteczkowym (Hg lub 1Hs) i gazowym deuterem czasteczkowym (Do
lub 1Dy).

H,+D, = 2HD

Obliczy¢ wartosci stalej réwnowagi w temperaturach 7' = 195 K, 273 K,
298 K, 383 K i 670 K z warto$ciami eksperymentalnymi rownymi odpowiednio
K(195 K) = 2,92, K(273 K) = 3,24, K(298 K) = 3,28, K(383 K) = 3,50 i
K (670 K) = 3,8 (Rittenberg et al., J. Chem. Phys., 2, 362, 1934). Charaktery-
styczna temperatura oscylacji czasteczki wodoru (*Hy) wynosi @LH2 = 6215 K.

Rozwiazanie: Poniewaz calkowita liczba czasteczek nie zmienia sie w wyniku
zajdcia reakcji, ciSnieniowa stala réwnowagi jest réwna stalej stezeniowej. Liczba
symetrii czasteczek 'Hy i 2H, wynosi 2 a czasteczki '"H?H wynosi 1, co nalezy



ROZDZIAL 11. STALE ROWNOWAG 151

uwzgledni¢ we wkladach rotacyjnych do sum statystycznych. Z kolei energie
dysocjacji (D.) wszystkich wymienionych czasteczek sa takie same. Wyrazenie
na stala rownowagi ma postac

(QHD/V)2 _
(qHz/V) (qu/V)

)
ex —
(27rmHDkBT)3 (Giw) P T 2De)
hZ [

T oHD \ 2 exp (kBT
Eea)

K =

3 952 3 D2
2 kT2 @ff2 "PA\TT) | D\ (2mmp,ksT Topr MO A) P
2 ) P\%eT

h2 T o2 h2
l—exp( ——% 1—exp

3 40H29D- [1 — exp (— ( 20HD _ @H2 @92>

HD\ 12

Mup
(mHngg)% (@ﬁD)Q [1 — exp (— @:‘IZQ )} [1 — exp (

Pierwszy ulamek stanowi wkitad translacyjny, drugi rotacyjny, a pozostala
czes¢ wkiad oscylacyjny do wyrazenia na stala réwnowagi.; Zauwazmy, ze zre-
dukowaty sie wklady pochodzace od energii dysocjacji (ktére sa takie same dla
kazdej czasteczki). Jednak z uwagi na rézne temperatury charakterystyczne
oscylacji, reakcja ma efekt energetyczny (patrz zadanie 5 z tematu 10).

Obliczymy teraz wktad translacyjny oraz rotacyjny. Mozna od razu za-
uwazy¢, ze masy i masy zredukowane czasteczek mozna tutaj wyrazi¢ w do-
wolnych jednostkach, poniewaz wazne sa tylko ich stosunki.

mp2 =2 g/mol, mps =4 g/mol, myp =3 g/mol

1x1 1 /mol 2x2 1 g/mol 1x2 2 /mol
= = — o/mo = = mo = = 5 g/mo
HH, 1+1 2g s MWDo 242 g s MHD 1+2 Sg
Stad
3 3
3 27
Mup 2 _ ~1,1932
(mHsz2)§ 2242 16\@
2
(@ﬁD)Q IHlez HHy D, % x 1 9 ’

poniewaz ©, = %, I = pd? a dhugosé wiazania jest taka sama dla wszyst-
kich czasteczek.
Temperatury charakterystyczne oscylacji mozna wyrazié¢ przez temperature

charakterystyczna oscylacji Ho. Mamy
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1
op: = [Ehagi: — —_gH: — 4395 K
KD, \/§
3
oHD — [HH: gH, _ 0> = 5382 K
HHD V2 x2

Po wstawieniu powyzszych wartoéci do wyrazenia na stata réwnowagi dosta-
jemy

K- a g Lo exp (=52 ] [1—exp (- 472)] o (—77,5) .
| [1 - exp (-52))° T

4,24 X exp <_7;’5>

Ostatnie przyblizenie jest uzasadnione tym, ze charakterystyczne tempera-
tury oscylacji wszystkich czasteczek uczestniczacych w reakcji sa bardzo wysokie.
7 réwnania na stala réwnowagi wynika, ze reakcja jest endotermiczna i ze dla
wysokich temperatury jej warto$¢ powinna dazyé¢ do 4,24. Mozna zauwazyc¢,
ze dominujacym wkladem do tej granicznej wartosci jest iloczyn liczb symetrii
czasteczek substratéw reakcji.

Po wstawieniu wartosci temperatur dostajemy K(195 K) = 2,85,
K(273 K) = 3,19, K(298 K) = 3,27, K(383 K) = 3,46 i K(670 K) = 3,78.
7 wyjatkiem wartosci dla T = 195 K, wartosci obliczone dobrze zgadzaja sie z
warto$ciami zmierzonymi. Gorsza zgodnos$¢ dla najnizszej temperatury mozna
latwo wyjaéni¢ nizsza dokladnodcia przyblizenia wysokotemperaturowego. Rota-
cyjna temperatura charakterystyczna Hs wynosi 85,5 K, co jest wartoscia tylko
nieco ponad 2 razy nizsza niz najnizsza z temperatur.

Podobnie jak dla przyktadu 1, ponizej przedstawiono wykres In(K) =
f(1000/T) z naniesionymi krzyzykami punktami do$wiadczalnymi. Ujemne na-
chylenie prostej wskazuje, ze reakcja jest endotermiczna.
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14 T

T .
obliczone

zmierzone X

1.35 X

1.25

12 |

In Kp

1.15

1.05 |

0.95 1 1 1 1

1000/T [1000/K]

11.3 Zadania

Zadanie 1

Na podstawie przykladu 1 obliczy¢ stala ci$nieniowa rownowagi reakcji
2K = Ky

w temperaturach 800 K i 1000 K. Wartosci doswiadczalne statej dla tych tempe-
ratur wynosza odpowiednio 0,673 i 0,123 atm~! (Ewing et al., J. Chem. Phys.,
71, 473, 1977). Charakterystyczna temperatura oscylacji czastezki Ko wynosi
0, = 133 K a jej charakterystyczna temperatura rotacji wynosi ©,. = 0,081 K.
Skorygowana o energie oscylacji zerowych energia dysocjacji czasteczki dipotasu
wynosi D, = 15, 8 kecal/mol. Podobnie jak w przypadku sodu, mozna zaniedbaé
wklady wzbudzen elektronowych atomu potasu do sumy statystyczne;j.

Zadanie 2

Wyprowadzi¢ wyrazenie na ciSnieniowa stala réwnowagi reakcji dysocjacji jodu
czasteczkowego w fazie gazowej oraz obliczy¢ wartosci tej state] w temperaturach
T=872K,973 K, 1073 K, 1173 K i 1273 K. Jod atomowy znajduje si¢ w stanie
dubletowym (term 2 Ps /2) @ masa atomowa jodu wynosi M = 127 g/mol. Skory-
gowana o oscylacje zerowe energia dysocjacji czasteczki jodu wynosi D, = 35,6
kcal/mol, jej charakterystyczna temperatura oscylacji wynosi ©, = 308 K a cha-
rakterystyczna temperatura rotacji wynosi ©, = 0,0537 K. Obliczone wartosci
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stalej réwnowagi poréwnaé z wartoSciami eksperymentalnymi zebranymi (wraz
z odchyleniami standardowymi) w ponizszej tabeli (Zzrédlo: Perlman i Rollefson,
J. Chem. Phys., 9, 362, 1941).

T K] 872 973 1073 1173 1273
K, Jatm] | 1,81 x 10~7 | 1,801 x 102 | 0,01082 | 0,04805 | 0,1678
ok [atm] | 0,19 x 10-7 | 0,060 x 103 | 0,00012 | 0,00036 | 0,0017

Zadanie 3

Pokazaé, ze stala rownowagi reakcji wymiany izotopowej
HC1 4+ DBr = DCI + HBr

dazy w przyblizeniu do jednosci w wystarczajaco wysokich temperaturach. Cha-
rakterystyczne temperatury oscylacji HCI i HBr wynosza odpowiednio ©@7¢! =
4227 K i ©HBr = 3787 K.

Zadanie 4%

Wyprowadzi¢ wzor na stata réwnowagi reakcji wymiany izotopowej
14N2+15N2 = 214N15N

w funkcji temperatury. Do wzoru wstawi¢ wartosci wszystkich wielkosci oprocz
temperatury. Charakterystyczna temperatura oscylacji czasteczki 14Ny wynosi
@:LN? = 3374 K. Obliczy¢ stala rownowagi w temperaturze T = 465°C i
T = 500°C. Nasteppnie, na podstawie podanych ponizej danych z pracy Jorisa i
Taylora (J. Chem. Phys., 7, 893, 1939), dotyczacych tej reakcji wymiany izoto-
powej na katalizatorze zelazowym w obecnosci metyloaminy (tabela IIT w cyto-
wanej pracy) obliczy¢ do$wiadczalne state réwnowag i poréwnaé z warto$ciami
teoretycznymi.

T10$¢/1000 jednostek "N,
T [OC] Czas [h] 14N2 15N2
465 2 | 100,5 51,50
17 | 1258 39,00
37 | 163,0 92,60
60 | 1940 14,00
500 2 [ 108,0 48,00
8 | 142,0 38,00
21 | 184,0 20,00
26 | 197,56 17,40
35 | 202,0 13,40
46 | 207,0 13,25
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Dlaczego wystepuja rozbieznoéci pomiedzy stalymi wyliczonymi z danych
eksperymentalnych z zawartosci poszczegdlnych skladnikéw otrzymanych dla
najdtuzszych czaséw reakcji?



